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DESARROLLO DE UNA APLICACIÓN PARALELA EN EL TIEMPO PARA LA SIMULACIÓN Y
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ABSTRACT

In this work we consider the Parareal Algorithm, developed in [1], as a pre-

conditioner for solving the optimal boundary control problem for cooling an elec-

tronic circuit. The constitutive equations are obtained by modeling the circuit as

a parabolic partial differential equation, where the cooling mechanisms are mo-

deled using Neumann boundary conditions (control variables) [5]. The optimal

control problem is obtained by associating to the state and control variables, a

linearized quadratic cost function like in [15]. The classical finite element method

- (Galerkin)- was implemented for the spatial discretization resulting in a large

scale system ODEs [21].

For the implementation of the preconditioner the time domain is divided into

coarse time intervals, where the initials conditions are arbitrary. Each of these

coarse time intervals are divided into fine time intervals that are solved simulta-

neously in several processors. The Conjugate Gradient method is used to update

the initial conditions and the control variables, the Parareal method is used as a

preconditioner to accelerate its convergence.
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RESUMEN

Este trabajo implementa el método Parareal, desarrollado en [1] como pre-

condicionador para resolución del problema de control óptimo que involucra el

enfriamiento de un circuito electrónico. Las ecuaciones constitutivas se obtienen

modelando el circuito como una ecuación diferencial parcial parabólica, donde el

mecanismo de enfriamiento es modelado usando condiciones de frontera (varia-

bles de control) de Neumann [5]. La formulación de control es obtenida asocian-

do al estado y a las variables de control un funcional de costo lineal-cuadrático

[15]. Luego, el problema de control se transforma en un sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias aplicando el método de los elementos finitos clásico -

(Galerkin)-[21].

Para resolver el problema de control óptimo en forma paralela se realiza una

descomposición gruesa del dominio temporal (intervalos grandes) donde se arbi-

tran las condiciones iniciales en cada subdominio. Posteriormente, cada subdo-

minio de la malla gruesa es nuevamente divido en intervalos menores, determi-

nando en cada subdominio una malla fina que se resuelve simultáneamente en

cada procesador. El método Gradiente Conjugado es utilizado para corregir las

condiciones iniciales y las funciones de control usando los valores de la solución

calculada en cada procesador. Para acelerar la convergencia del método Gra-

diente Conjugado usamos el método Parareal como precondicionador [1],[15].
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Facultad de Ingenierı́a
Ingenierı́a Electrónica
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CONTROL DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABÓLICAS
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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

1.1. Preliminares

El avance de las tecnologı́as de diseño de los microprocesadores ha hecho

que las velocidades de reloj de los mismos se incrementen rápidamente, de unos

25 MHz (Intel 80486) en 1989 a 3.8 Ghz (Intel Pentium 4) en 2005 [6]. En los últi-

mos años los planes para diseño de microprocesadores de 4 o más GHz fueron

cancelados y se les dio prioridad a los proyectos para fabricar procesadores con

varios núcleos [7]. Consecuentemente los procesadores actuales son capaces

de ejecutar múltiples instrucciones en un ciclo de reloj, lo cual se traduce en un

incremento de la tasa máxima de operaciones de punto flotante por segundo

(FLOPS) [3].

El interés en la computación paralela se ha incrementado debido a la deman-

da continua de capacidad de cálculo (memoria y procesamiento), necesaria para

el modelado, simulación numérica de problemas en ciencias e ingenierı́a (por

ejemplo [8]), procesamiento de datos [10], aplicaciones gráficas y visualización

de ambientes virtuales en tiempo real [http://www.paraview.org/]

En la siguiente figura observamos el aumento de la capacidad de proce-

samiento que han tenido los super-computadores durante los últimos 15 años:
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Figura 1.1: Rendimiento de los Super-computadores. Fuente:[11]

Las series referenciadas en el gráfico como #1, #500 y #Sum correspon-

den al tasa máxima de operaciones (FLOPS) del super-computador con mayor

capacidad de procesamiento del mundo, del super-computador ubicado en la

posición 500, y la suma de las tasas de operaciones de los 500 computadores

respectivamente.

Éste incremento de la capacidad de procesamiento es debido al desarrollo de

arquitecturas de sistemas distribuidos. La arquitectura de sistemas distribuidos

consiste en utilizar un conjunto de recursos separados fı́sicamente y conectados

entre sı́ por una red de comunicaciones. Ésto permite obtener mayores recursos

que un solo computador y consecuentemente mayor capacidad de procesamien-

to.

Además en la siguiente figura se ilustra las previsiones en cuanto al aumento

de la demanda de capacidad de procesamiento en los siguientes diez años [11]:
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Figura 1.2: Proyecciones de Rendimiento de los Super-computadores.

Fuente:[11]

El aumento en la demanda de la capacidad de procesamiento se debe al

desarrollo de aplicaciones en plataforma distribuida, que utilizan al máximo éstos

recursos y cuyos requerimientos se incrementan con el transcurso del tiempo.

1.2. Motivación del Paralelismo

La fı́sica, la ciencia y la ingenierı́a, estudian las leyes de la naturaleza que

son expresadas matemáticamente mediante ecuaciones diferenciales parciales

(EDP). Las soluciones analı́ticas de éstas no siempre pueden ser obtenidas o

son muy difı́ciles de ser encontradas, por lo cual, generalmente, se recurre a

aproximaciones numéricas de la solución. Las aproximaciones son obtenidas a

partir de algoritmos numéricos que sustituyen el problema original continuo por

uno discreto y establecen el orden de ejecución de las operaciones aritméticas

Juan Fleitas
10

Diego Stalder



Universidad Nacional de Asunción
Trabajo Final de Grado
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para obtener un resultado aproximado. Para tener una buena precisión, éstos

métodos necesitan un elevado costo computacional en términos de tiempo de

cálculo y memoria [12], [13].

Un ejemplo de ello es el control óptimo de la temperatura de una placa de cir-

cuitos electrónicos abordado en [20], el cual involucra la resolución de un sistema

de ecuaciones lineales de gran porte 3× 2600× 400 = 3120000 incógnitas, donde

2600 es la cantidad de puntos considerados sobre la placa y 400 es la cantidad

de intervalos tiempo considerados. La resolución de éste sistema demanda gran

cantidad de memoria y capacidad de cálculo. Para mejorar la precisión de los

resultados numéricos se debe aumentar la cantidad de puntos considerados, lo

cual se traduce en un incremento del tamaño del problema, consecuentemente

la demanda de recursos.

La demanda de recursos, se refiere a capacidad de memoria y velocidad de

cálculo. Al aumentar el tamaño del problema se puede sobrepasar la capacidad

de memoria que puede ser proveı́da por un solo computador y/o los tiempos de

cálculo pueden llegar a ser inviables. Entonces la resolución de problemas de

gran porte, mediante aplicaciones secuenciales se encuentra limitada.

La velocidad de cálculo de un computador esta limitada por la velocidad de

transmisión de datos (velocidad de transmisión de cable de cobre 9 cm/nanose-

gundos). En consecuencia el aumento de las velocidades requiere mayor proxi-

midad de los elementos de procesamiento. Además la miniaturización está lle-
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gando a niveles moleculares, lo cual nos indica que los lı́mites fı́sicos en cuanto

a escala de integración están siendo alcanzados [4].

Los algoritmos paralelos son aquellos que pueden ser ejecutados simultánea-

mente en varias unidades de procesamiento, donde cada unidad resuelve una

parte del problema, para finalmente unir todas las partes y ofrecer un resulta-

do. Su implementación se hace posible mediante la utilización de plataformas

computacionales distribuidas. Éstas constituyen una colección de computadores

separados fı́sicamente y conectados entre sı́ mediante una red de comunica-

ciones. Como un determinado problema es divido en partes menores y resuelto

en forma simultanea, el tiempo de procesamiento es menor. Esto constituye una

ventaja competitiva frente a los algoritmos secuenciales.

Entonces podemos decir que los motivos para desarrollar una aplicación pa-

ralela son la necesidad de resolver problemas de gran envergadura en menor

tiempo y con mayores precisiones.

1.3. Tendencias de la Ciencia e Ingenierı́a

La ciencia y la ingenierı́a han pasado por un cambio a nivel de investigación,

ası́ como también a nivel de desarrollo y tecnologı́a. El viejo paradigma de prueba

y error, ha sido reemplazado por el de simular y analizar [14].

Un ejemplo de ello es la nanotecnologı́a, en la cual se están realizando si-

mulaciones numéricas que involucran cálculos computacionales de gran porte,
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CONTROL DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABÓLICAS
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en lugar de construir prototipos de prueba [14]. Ası́ como también aplicaciones

aeroespaciales, sı́ntesis de nuevos materiales, preparación de nuevos medica-

mentos, dinámica de fluidos, microfabricación de chips, entre otras.

Para realizar las simulaciones, primeramente se obtiene el modelo fı́sico. En

muchas ocasiones se da el caso que modelos fı́sicos distintos tienen la misma

formulación matemática, consecuentemente al desarrollar algoritmos que permi-

tan encontrar soluciones aproximadas para un tipo de EDP estamos resolviendo

problemas de diferentes disciplinas.

Las soluciones aproximadas se obtienen discretizando las EDP, esta dis-

cretización consta de dos partes. La primera es la discretización espacial, en

la que se convierten las EDP en Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO).

La segunda es la discretización temporal, que consiste en convertir las EDO en

Ecuaciones Algebraicas (EA).

Finalmente para obtener los resultados numéricos, las ecuaciones algebraicas

son resueltas mediante uno o varios computadores. Para resolver en varios com-

putadores es necesario dividir el problema en partes, que pueden no ser total-

mente independientes. En este caso es necesario una comunicación (paso de

mensajes) entre los procesos.

En la siguiente figura se ilustra el esquema a seguir en el proceso de realizar

una simulación.
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Figura 1.3: Etapas de la simulación. Fuente: Elaboración propia.

1.4. Arquitecturas de Cómputo

La Computación distribuida es un modelo para resolver problemas utilizando

computadoras interconectadas mediante una infraestructura de red.

Existen tres tipos de arquitecturas de memoria para implementar cálculos pa-

ralelos: Memoria Compartida (Shared), Memoria Distribuida (Distributed) y Hı́bri-

da (Shared/Distributed). Para utilizar estas arquitecturas existen varios modelos

de programación paralela tales como: Shared Memory, Data Parallel, Message
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Passing, Hybrid. Cada modelo es una abstracción de la arquitectura de hardware

y memoria lo que implica que estos modelos no necesariamente se correspon-

den con el tipo de máquina o arquitecturas de memoria [4].

1.4.1. Paso de Mensajes

Los Procesos intercambian datos a través de mensajes de comunicación ex-

plı́citos, cada proceso tiene memoria, datos locales y globales. Message Passing

Interface (MPI) es el estándar que define la sintaxis y la semántica de las fun-

ciones contenidas en una biblioteca de paso de mensajes diseñada para ser

usada en programas que exploten la existencia de múltiples procesadores.

El MPI provee un conjunto de librerı́as de modo que el programador diseñe

su aplicación paralela, sin la necesidad de conocer el hardware sobre el cual

se ejecutará la misma. En la siguiente figura se muestra un esquema del fun-

cionamiento del MPI [14].

Figura 1.4: Funcionamiento del MPI. Fuente: Elaboración propia.
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CONTROL DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABÓLICAS
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1.5. Antecedentes

La mayorı́a de los métodos desarrollados para resolver las ecuaciones dife-

renciales que envuelven la variable temporal son puramente secuenciales. Esto

es debido a la naturaleza secuencial intrı́nseca del tiempo. En términos prácticos

significa que se necesita calcular la solución de un determinado paso de tiempo

para obtener la solución al paso de tiempo siguiente. Por esta razón, no se ha

prestado mucha atención a los algoritmos paralelos en el tiempo [2].

El punto de partida para este trabajo es el algoritmo Parareal, primeramente

presentado por Lions, Maday y Turinici en 2001 [1]. Éste propone usar una des-

composición del dominio temporal, utilizando una malla fina y otra gruesa en el

tiempo. La malla gruesa divide al dominio en varios subdominios y la malla fina

es la discretización de éstos subdominios. Éstas dos mallas son combinadas con

un esquema predictor-corrector. La malla gruesa y el predictor corrector son ac-

tualizados de manera estrictamente secuencial. Cada uno de éstos subdominios

son resueltos simultáneamente usando una plataforma computacional paralela.

Se realizan iteraciones del esquema predictor-corrector hasta la convergencia.

Otro antecedente es la publicación de Mathew, Sarkis y Schaerer en 2007

[15]. En el que se describen algoritmos iterativos para la solución de problemas

de control óptimo lineales-cuadráticos de gran escala que involucren ecuaciones

diferenciales parciales parabólicas.

Además del trabajo final de grado del Ing. Carlos Sauer presentado en 2009
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[20]. Donde se modela el control óptimo de temperatura de un circuito electrónico

sujeto a fuentes internas de calor. Las ecuaciones constitutivas se modelan como

una ecuación diferencial parcial parabólica, donde el mecanismo de enfriamiento

es modelado utilizando condiciones de frontera de Neumann (funciones de con-

trol). El problema de control óptimo es obtenido asociando un funcional de costo

lineal cuadrático a la temperatura y a las funciones de control.

1.6. Definición del Problema

Este trabajo implementa un algoritmo iterativo para resolver un problema de

control óptimo lineal cuadrático con tiempo de establecimiento finito, cuyo modelo

fı́sico es descrito mediante una ecuación en derivadas parciales parabólicas. El

dominio temporal es dividido en varios sub-dominios, para ser resuelto en forma

paralela mediante el método del Gradiente Conjugado. Para acelerar la conver-

gencia, se utiliza como precondicionador el método Parareal propuesto en [1].

Finalmente se aplica el algoritmo al problema planteado en el TFG de Carlos

Sauer [20] y se muestran los resultados numéricos obtenidos.

1.7. Objetivos

1.7.1. Objetivos Generales

Desarrollar una aplicación, paralela en el tiempo que permita la simulación

y control de ecuaciones diferenciales parciales parabólicas.
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1.7.2. Objetivos Especı́ficos

Formular el problema de control óptimo para la ecuación de conducción de

calor.

Discretizar el dominio espacial mediante el método de Galerkin.

Discretizar el dominio temporal utilizando la formulación variacional pro-

puesta por J. L. Lions.

Desarrollar un algoritmo que permita resolver el sistema de ecuaciones re-

sultante en forma paralela.

Estudiar los sistemas de computación distribuida.

Implementar el algoritmo.
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CAPÍTULO 2

PROBLEMA DE CONTROL

2.1. Formulación matemática

Los procesos fı́sicos, mecánicos, quı́micos, y de ingenierı́a, son modelados

utilizando ecuaciones diferenciales. Al sistema fı́sico lo denominamos planta y

a las ecuaciones que lo modelan, ecuaciones de estado. Éstas últimas estable-

cen las dependencias entre las variables de estado z ∈ Rq̂ (variables que deben

conocerse para determinar completamente el estado y el funcionamiento de la

planta) y las variables de control v ∈ Rp̂. Estudiamos el comportamiento de la

planta en un intervalo de tiempo [to, tf ], asumiendo que de las condiciones ini-

ciales zho ∈ Rq̂ (estado inicial de funcionamiento de la planta) son conocidas.

En este trabajo las ecuaciones de estado son representadas por:

ż = f(z, v, t), para to ≤ t ≤ tf

z(to) = zho , (2.1)

donde, v ∈ Rp̂ × [to, tf ], z ∈ Rq̂ × [to, tf ] y f : Rq̂×p̂ × [to, tf ]→ Rq̂ × [to, tf ].

Las ecuaciones de estado pueden ser ecuaciones diferenciales lineales o no

lineales dependiendo de las propiedades del operador f . En particular en (2.1),

las funciones de control v son variables libres denominadas variables de control,
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ya que al modificarlas se modifica la solución z de (2.1).

El problema de control consiste en buscar funciones de control v que lleven

a la planta de un estado inicial zho a un estado deseado ỹ(tf ) ∈ Rq̂ en un tiempo

fijado (T := tf − to), y al mismo tiempo, éstas verifiquen las ecuaciones de la

planta (2.1). Ésto establece el siguiente esquema de control:

Figura 2.1: Problema de Control. Fuente: Elaboración propia.

2.2. Problema de control óptimo

Si el sistema es controlable, existen infinitas funciones de control v que llevan

la planta al estado deseado. De forma a encontrar la variable de control óptima

en determinado sentido (el superı́ndice * se utiliza para indicar la solución ópti-

ma), en el contexto de este trabajo, planteamos el problema de encontrar v∗ que

lleve la planta del estado z(to) al estado deseado ỹ, asociando a la planta un

funcional de costo, que debe ser minimizado, satisfaciendo las restricciones de

que la solución y la variable de control verifiquen la planta. Es decir planteamos

un problema de control óptimo.

Sean z∗ y v∗ , las variables de estado y funciones de control óptimas res-
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pectivamente, definimos las variaciones de éstos vectores como v = v∗ + δv y

z = z∗ + δz. En la literatura (por ejemplo [22], [23]), es común encontrar cuatro

formas de plantear el problema de control, dependiendo de las consideraciones

que se hacen con respecto a las variaciones en el tiempo final tf y el estado final

z(tf ) (ver siguiente figura).

Figura 2.2: Diferentes tipos de planteamiento del problema de control óptimo.

Fuente: [22].

(a) Sistema con tiempo final fijo y estado final fijo: En este tipo de planteamiento

el tf y z(tf ) son fijos, en consecuencia sus variaciones son cero

(δz(tf ) = δtf = 0).

(b) Sistema con tiempo final libre y estado final fijo: En este tipo de planteamien-

to el tf es arbitrario o no especificado y z(tf ) es fijo, en consecuencia la
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variación del estado final es cero (δz(tf ) = 0).

(c) Sistema con tiempo final fijo y estado final libre: En este tipo de planteamien-

to el tf es fijo y z(tf ) es arbitrario, en consecuencia la variación del tiempo

final es cero (δtf = 0).

(d) Sistema con tiempo final y estado final libres: En este tipo de planteamiento

el tf y z(tf ) son arbitrarios.

En particular, en este trabajo utilizamos el planteamiento Tipo (c), para que

en un tiempo fijo tf el estado final del sistema se aproxime a un estado deseado

ỹ.

El funcional de costo Jh(z, v) : Rq̂×p̂ × [to, tf ] → R, establece un criterio para

medir la calidad de las funciones de control v y solución z(t).

Los siguientes funcionales de costo tı́picamente encontrados en la literatura

[22, 23] son:

(a) El error cuadrático medio respecto a una solución deseada ỹ ∈ Rq̂ × [to, tf ],

∀z ∈ Rq̂ × [to, tf ]:

1

2

∫ tf

to

‖(z − ỹ)(t)‖2
Mh

dt =
1

2

∫ tf

to

(
z − ỹ)(t)

)T
Mh

(
z − ỹ)(t)

)
dt, (2.2)

donde Mh ∈ Rq̂×q̂; MT
h = Mh; Mh > 0, esto es simétrico y definido positivo.

(b) El error cuadrático medio en el tiempo final:

1

2
‖z(tf )− ỹ(tf )‖2

Mh
=

1

2

(
z(tf )− ỹ(tf )

)T
Mh

(
z(tf )− ỹ(tf )

)
, (2.3)
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(c) El gasto de energı́a en el control:

1

2

∫ tf

to

‖v(t)‖2
Rh
dt =

1

2

∫ tf

to

v(t)T Rh v(t) dt, (2.4)

donde Rh ∈ Rp̂×p̂; RT
h = Rh; Rh > 0.

Para formular el problema de control óptimo en el contexto de éste trabajo

definimos el siguiente funcional de costo:

Jh(z, v) =
1

2

∫ tf

to

(
r‖v(t)‖2

Rh
+ q‖(z − ỹ)(t)‖2

Mh

)
dt+

1

2
s‖z(tf )− ỹ(tf )‖2

Mh
. (2.5)

Éste funcional permite buscar una solución óptima que minimice el gasto de

energı́a en el control y el error cuadrático medio con respecto a una solución

deseada. Los parámetros r ≥ 0, q ≥ 0 y s ≥ 0 ajustan la mayor o menor influencia

de (2.2), (2.3) y (2.4) en el funcional.

Entonces el problema de control óptimo consiste en minimizar el funcional

Jh(z, v), sujeto a las restricciones de la planta (2.1), es decir:

PROBLEMA P1, Problema de minimización con restricciones

minimizar Jh(z(v), v) = 1
2

∫ tf
to

(
r‖v(t)‖2

Rh
+ q‖(z − ỹ)(t)‖2

Mh

)
dt

+1
2
s‖z(tf )− ỹ(tf )‖2

Mh
,

sujeto a
{
ż(t) = f(z, v, t), para to ≤ t ≤ tf , z(to) = zho ,

(2.6)
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2.3. Condiciones de optimalidad

Para transformar el problema de minimización con restricciones (2.6), en un

problema de minimización irrestricta, definimos el funcional Lagrangiano (L):

minL(z, v, p, η
o
) = Jh(z, v) +

∫ tf

to

pT (ż − f(z, v, t)) dt+ ηT
0

(z(to)− zho ), (2.7)

donde p ∈ Rq̂ × [to, tf ] y η
0
∈ Rq̂ conocidos como multiplicadores de Lagrange.

Consecuentemente, minimizar la expresión (2.7), es equivalente a minimizar

(2.6). A la solución minimizante de (2.7) la denominamos z∗(t) y v∗(t).

La variación total de primer orden δL tiene la forma:

δL =
∂L
∂v

δv +
∂L
∂p

δp+
∂L
∂z

δz +
∂L
∂η

o

δη
o
. (2.8)

Las condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) son obtenidas a-

nulando la variación total de primer orden δL al ser evaluada en los valores z∗(t)

y v∗(t), véase [22, 23], o sea:

δL =
∂L
∂v

∣∣∣∣
z∗,v∗

δv +
∂L
∂p

∣∣∣∣
z∗,v∗

δp+
∂L
∂z

∣∣∣∣
z∗,v∗

δz +
∂L
∂η

o

∣∣∣∣∣
z∗,v∗

δη
o

= 0, (2.9)

donde las derivadas del funcional L respecto a z, v, p, son dadas usando la

derivada en el sentido de Gâteaux, que se define como:

Definición 2.1 (Derivada de Gâteaux). Sea un funcional, la derivada del fun-

cional con respecto a la variable yi ∈ Rq̂ × [to, tf ], en el punto y∗i ∈ Rq̂ × [to, tf ] a

lo largo de la dirección, φ ∈ Rq̂ × [to, tf ] es dada por:

DJh
Dyi

=

(
∂Jh
∂yi

, φ

)
= ĺım

ε→0

(
Jh(y∗i + ε φ)− Jh(y∗i )

ε

)
=
dJh(y∗i + ε φ)

dε

∣∣∣∣
ε=0

,
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donde (· , · ) es es producto interno en el dominio del funcional.

Utilizando la Definición 2.1 obtenemos las condiciones de optimalidad (2.8)

para el Lagrangiano (2.7):

Ecuaciones de estado

∂L
∂p

∣∣∣∣
z∗,v∗

= 0⇒ (ż − f(z, v, t))|(z∗,v∗) = 0, para to ≤ t ≤ tf ,

∂L
∂η

o

∣∣∣∣∣
z∗,v∗

= 0⇒ z(to) = zho . (2.10)

Problema Adjunto

∂L
∂z

∣∣∣∣
z∗,v∗

= 0⇒

(
∂Jh
∂z

∣∣∣∣
(z∗,v∗)

)
+

 ∂
(∫ tf

to
pT (ż − f(z, v, t)) dt

)
∂z

∣∣∣∣∣∣
(z∗,v∗)

 = 0.

(2.11)

Condición de Euler

∂L
∂v

∣∣∣∣
z∗,v∗

= 0⇒

(
∂Jh
∂v

∣∣∣∣
(z∗,v∗)

)
+

 ∂
(∫ tf

to
pT (ż − f(z, v, t)) dt

)
∂v

∣∣∣∣∣∣
(z∗,v∗)

 = 0.

(2.12)

La deducción de las ecuaciones (2.10), (2.11) y (2.12) se encuentran en el apéndice

(A.1).

2.3.1. Ecuaciones de estado lineales

En el contexto de este trabajo el operador f de las ecuaciones de estado (2.1)

es considerado lineal, consecuentemente las condiciones de optimalidad pueden

re-escribirse como sigue:
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Ecuaciones de estado
Mhż = Ahz +Bhv + ch, para to ≤ t ≤ tf ,

z(to) = zho ,

(2.13)

donde, Mh, Ah ∈ Rq̂×q̂; B ∈ Rq̂×p̂; ch ∈ Rq̂. Asumimos que las matrices Mh y Ah,

son simétricas y definidas positivas.

Luego el problema adjunto y la condición de Euler, definidos en (2.11) y (2.12)

respectivamente, pueden ser re-escritos utilizando las ecuaciones de estado li-

neales (para mas detalles véase (A.1.1)).

Problema adjunto
Mhṗ = −AThp+ qMh

(
z − ỹ

)
(t), para to ≤ t ≤ tf ,

p(tf ) = −s
(
z(tf )− ỹ(tf )

)
,

(2.14)

Condición de Euler

Rhv = BT
h p, para to ≤ t ≤ tf . (2.15)

Entonces, el Problema de Control Óptimo P1 es equivalente a resolver el

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias EDOs determinado por las ecua-

ciones (2.13), (2.14) y (2.15).

Éste sistema es un problema de valores de frontera en dos puntos (TPBVP),

y puede ser transformado a sistema de ecuaciones algebraicas mediante una

discretización temporal. Éste puede ser resuelto mediante el método ”todo de

una vez”(all at once) como en [24] y [20]. Sin embargo, en la medida que se

refina la malla el costo computacional de éste método se vuelve prácticamente
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CONTROL DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABÓLICAS
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inviable. Sobretodo teniendo en cuenta la limitación de memoria y la capacidad

de procesamiento.

2.4. Método de solución del problema de control óptimo

En las secciones anteriores formulamos el problema de control óptimo co-

mo un problema de minimización con restricciones. Luego para transformar este

problema en un problema de minimización irrestricta introdujimos los multipli-

cadores de Lagrange (2.7).

En ésta sección presentamos el algoritmo de optimización iterativo denomina-

do Método del Gradiente Conjugado (CG). Éste algoritmo es aplicable a proble-

mas donde se quiere minimizar funcionales del tipo cuadráticos particularmente

simétricos y definidos positivos [25]. El funcional de costo J definido en (2.6)

depende del cuadrado de la función de control y del cuadrado del error con res-

pecto a una señal de referencia, en consecuencia es un funcional cuadrático y

podemos utilizar el CG para minimizarlo.

Antes de presentar el CG, introducimos los siguientes conceptos fundamen-

tales:

Definición 2.2 (Producto interno). El producto interno de dos vectores en un

espacio vectorial V es una función bilineal, hermı́tica y definida positiva: (·, ·) :

V × V → R.

En el espacio vectorial Rn el producto interno puede ser expresado mediante

Juan Fleitas
27

Diego Stalder



Universidad Nacional de Asunción
Trabajo Final de Grado
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la siguiente expresión (w,u) = wTu, donde w,u ∈ Rn

Definición 2.3 (Vectores ortogonales). Dos vectores son ortogonales cuando su

producto interno es igual a cero.

Definición 2.4 (Vectores H-ortogonales). Dos vectores son H-ortogonales cuan-

do su producto interno con respecto a una matriz H (simétrica y definida positiva)

es igual a cero. (w,Hu) = (w,u)H = wTHu = 0.

Definición 2.5 (Norma-H). La norma de un vector w respecto de una matriz H se

define como sigue ‖w‖H =
√

(w,Hw), donde H es simétrica y definida positiva.

Definición 2.6 (Vectores conjugados respecto a la matriz H). Un vector w es el

conjugado de otro u cuando son H-ortogonales.

Definición 2.7 (Gradiente del funcional). Dado un funcional f(u) : Rn → R, se

define el gradiente del funcional como ∇f(u) := ∂f(u)
∂u

=
[
∂f(u)
∂u1

∂f(u)
∂u2
· · · ∂f(u)

∂un

]T
, y

puede obtenerse como sigue:

(∇f(u), φ) =
Df(u)

Du
= ĺım

ε→0

(
f(u+ ε φ)− f(u)

ε

)
. (2.16)

Definición 2.8 (Matriz Hessiana). Dado un funcional f(u) : Rn → R, se define la

matriz Hessiana como sigue:

H := ∇2f(u) =



∂2f(u)
∂2u1

∂2f(u)
∂u1∂u2

· · · ∂2f(u)
∂u1∂un

∂2f(u)
∂u2∂u1

∂2f(u)
∂2u2

· · · ∂2f(u)
∂u2∂un

· · · · · · · · · · · ·

∂2f(u)
∂un∂u1

∂2f(u)
∂un∂u2

· · · ∂2f(u)
∂2un


,
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El Gradiente Conjugado corrige en forma iterativa una función de control ar-

bitraria vi (el superı́ndice i indica el número de iteraciones que se han realizado).

Con ésta obtenemos el estado zi y el estado adjunto pi a partir de las ecuaciones

(2.13) y (2.14) respectivamente. Consecuentemente la variación de primer or-

den del Lagrangiano (2.8) es igual a la variación total del funcional (2.5) (véase

apéndice(A.2.4)),

δL(zi, vi, pi) =
∂L
∂v

δv = ∇Jhδv, (2.17)

note que al proceder de ésta manera, el minimizar L es equivalente a minimizar

Jh, por lo cual de aquı́ en adelante toda la deducción del algoritmo se basará en

el funcional Jh de (2.6).

Mientras la función de control no sea la óptima, la variación (2.17) no será nu-

la, si éste es el caso, entonces existe una función de control vi+1 tal que:

Jh(zi+1(vi+1), vi+1) < Jh(zi(vi).vi), (2.18)

Para encontrar la función de control vi+1 con la propiedad (2.18) utilizamos el

siguiente esquema de actualización de vi:

vi+1 = vi + αidi, (2.19)

donde αi es un escalar y di es un vector que se denomina dirección de búsqueda.

El valor de αi en cada iteración, se obtiene de tal manera que el funcional Jh

sea mı́nimo en la dirección di es decir:

d
(
Jh|(zi+1,vi+1)

)
dαi

= 0, (2.20)
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Facultad de Ingenierı́a
Ingenierı́a Electrónica

ésta condición se denomina de máximo descenso. El valor del incremento se

puede obtener expandiendo el funcional Jh entorno a vi utilizando la fórmula de

Taylor (o con la deducción alternativa (A.2.3)), como sigue:

Jh|(zi+1,vi+1) = Jh|(zi,vi) + αi
(
∇Jh|(zi,vi) , d

i
)

+
1

2
(αi)2

(
di, ∇2Jh

∣∣
(zi,vi)

di
)
,(2.21)

y aplicamos la condición de máximo descenso (2.20), luego tenemos:

0 =
(
∇Jh|(zi,vi) , d

i
)

+ (αi)
(
di, ∇2Jh

∣∣
(zi,vi)

di
)
, (2.22)

por tanto:

αi = −

(
∇J T

h

∣∣
(zi,vi)

, di
)

(
di, Hdi

) , (2.23)

donde H := ∇2Jh|(zi,vi) es la matriz hessiana del funcional.

Note que al aplicar la condición de máximo descenso (2.20) estamos ha-

ciendo que el gradiente del funcional (2.5) sea ortogonal a las direcciones de

búsqueda anteriores (véase apéndice (A.2.1)), es decir:

∇J T
h

∣∣
(zi+1,vi+1)

dj = 0 ∀j = 0, 1, · · · , i. (2.24)

Para simplificar la nomenclatura al gradiente del funcional (2.5) en la iteración

i lo denotaremos como sigue:

gi := ∇Jh|(zi,vi) , (2.25)

El Método Gradiente Conjugado utiliza un conjunto de direcciones de búsque-

da ortogonales respecto a la matriz hessiana del funcional [26] (veáse apéndice
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(A.2.1)), es decir:

(
di, Hdj

)
= 0, j = 0, 1, · · · , n, ∀i 6= j, (2.26)

A continuación construimos las direcciones de búsqueda utilizando el procedi-

miento de Ortogonalización de Gram-Schmidt (veáse apéndice (A.2.2)), usando

la definición 2.2 de producto interno (· , · ).

La primera dirección tomamos como la dirección contraria al gradiente del

funcional (2.5), es decir:

d0 = −g0, (2.27)

y las siguientes direcciones como sigue:

di+1 = −gi+1 + βidi, (2.28)

donde βi es:

βi =

(
gi+1, Hdi

)(
di, Hdi

) , (2.29)

o equivalentemente mediante la fórmula de Fletcher-Reeves [26]:

βi =

(
gi+1, gi+1

)(
gi, gi

) . (2.30)

Por último, la corrección de las funciones de control se realiza (proceso i-

terativo (2.19)) hasta satisfacer algún criterio de parada. El criterio de parada

que consideramos en este trabajo consiste en evaluar la norma del gradiente del
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funcional para verificar si se cumplen las condiciones de optimalidad de primer

orden, en el contexto de este trabajo el criterio de parada a utilizar es el siguiente:

‖gi‖
‖g0‖

≤ tol, (2.31)

donde tol es un real positivo.

Entonces el Método Gradiente Conjugado (GC) puede resumirse en el si-

guiente algoritmo:

Algoritmo GC (2.4)

1 Sea v(0) ∈ Rp̂ × [t0, t
f ] arbitraria.

2 i = 0, Calcular el gradiente del funcional g(0)

3 mientras ‖g(i)‖
‖g(0)‖ ≤ tol

4 if i = 0 then,

5 d(i) = −g(i)

6 else

7 d(i+1) = −g(i) +
(g(i), Hd(i))

(d(i), Hd(i))
d(i)

8 end

9 v(i+1) = v(i) +
(g(i), g(i))

(d(i), Hd(i))
d(i)

10 g(i+1) = g(i) + α(i)Hd(i)

11 i = i+ 1

12 end
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Gradiente del funcional

El gradiente del funcional (2.5), obtenemos utilizando el método del adjunto

[24]. Éste método consiste en obtener el gradiente del funcional utilizando el

estado adjunto. Entonces a partir de una función de control arbitraria obtenemos

el estado zi resolviendo las ecuaciones de estado (2.13) y luego el estado adjunto

pi resolviendo las ecuaciones del estado adjunto. Luego podemos calcular el

gradiente del funcional mediante la siguiente expresión:

gi = rRhv
i −Bhp

i para to ≤ t ≤ tf , (2.32)

donde la obtención de ésta expresión puede encontrarse en el apéndice (A.2.4).

Finalmente la obtención del gradiente del funcional a partir de una función de

control arbitraria puede expresarse como la solución del sistema sistema de

EDOs: 


Mhż

i = Ahz
i +Bhv

i + ch, para to ≤ t ≤ tf ,

zi(to) = zho ,
Mhṗ

i = −Ahpi + qMh(z
i − ỹ), para to ≤ t ≤ tf ,

pi(tf ) = −s(zi(tf )− ỹ(tf )),

gi = rRhv
i −Bhp

i para to ≤ t ≤ tf ,

(2.33)

Producto de la matriz Hessiana por la dirección

En el paso 10 para obtener αi es necesario calcular el producto de la ma-

triz hessiana H por la dirección de búsqueda, para ello utilizamos el siguiente
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sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (véase apéndice (A.2.5)):


Mhψ̇

i
= Ahψ

i +Bhd
i+, para to ≤ t ≤ tf ,

ψi(to) = 0,
Mhψ̇

i

p
= −Ahψip + qMhψ

i, para to ≤ t ≤ tf ,

ψi
p
(tf ) = −sψi(tf ),

Hvi = rRhd
i −Bhψ

i
p para to ≤ t ≤ tf ,

, (2.34)

donde ψ y ψp son funciones auxiliares.

2.4.1. Discretización temporal

Para hallar una solución numérica aproximada mediante una plataforma com-

putacional del sistema de ecuaciones diferenciales (2.13), (2.14) y (2.15) por lo

general se realiza una discretización del dominio temporal.

La discretización temporal consiste en dividir el intervalo [to, tf ] en l̂ sub-

intervalos de tiempo iguales, con pasos de tiempo τ = (tf − to)/(l̂). Asociados a

éstos sub-intervalos de tiempo, tenemos a los nodos que serán denotados como

sigue: tl = to + l τ . Asumimos que las funciones de control, las variables de es-

tado, los valores de referencia y las variables adjuntas son constantes en cada

sub-intervalo (tl−1, tl], 1 < l < l̂.

A continuación realizamos la aproximación de las derivadas de las variables

de estado ż, en tl mediante el método de Euler implı́cito (Backward-Euler) (véase

[19]) y derivadas de las variables adjuntas ṗ, en tl mediante el método de Euler

explı́cito (Fordward-Euler) (véase [19]).
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Ecuaciones de estado discretas

La aproximación de la derivadas de las variables de estado ż en el tiempo tl,

a partir del paso de tiempo τ , se realiza mediante la siguiente expresión:

ż(tl) =
z(tl)− z(tl−1)

τ
=
zl − zl−1

τ
(2.35)

Reemplazando la expresión (2.35) en la ecuación (2.13):

Mh

(
zl − zl−1

τ

)
= Ah zl +Bh vl + ch, ∀ 1 < l < l̂ (2.36)

donde z0 = zho .

Entonces si definimos las matrices F1 := Mh − τAh y F0 := Mh, podemos

obtener los estados zl ∀ 1 < l < l̂ utilizando la ecuación (2.36), a partir del estado

inicial zh0 , las perturbaciones ch y los valores de las funciones de control vl :=: v(tl)

mediante el siguiente esquema iterativo:

Esquema Iterativo para obtener el estado

1 z0 = zh0

2 desde l = 1 hasta l̂

3 F1zl = F0 zl−1 + τBh vl + τch

4 fin-desde

La aproximación de las derivadas de las variables adjuntas ṗ en el tiempo tl

se hace mediante la siguiente expresión:

ṗ(tl) =
p(tl+1)− p(tl)

τ
=
pl+1 − pl

τ
(2.37)
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Reemplazando la expresión (2.37) en la ecuación (2.14):

Mh

(
pl+1 − pl

τ

)
= −Ahpl + qMh (zl − ỹl) , ∀ 0 < l < l̂ − 1, (2.38)

donde tl̂ = tf y pl̂ = −s (zl̂ − ỹl̂).

Entonces podemos obtener el estado adjunto pl ∀ 0 < l < l̂ − 1 utilizando la

ecuación (2.38), a partir del estado adjunto final pl̂, los valores deseados ỹ(l),

luego de haber obtenido el estado actual mediante (2.4.1) y los valores de las

funciones de control vl:

Esquema Iterativo para obtener el estado adjunto

1 pl̂ = −s (zl̂ − ỹl̂)

2 desde l = l − 1 hasta 0

3 F1pl = F0 pl+1 − τ qMh (zl − ỹl)

4 fin-desde

Luego podemos agrupar los valores del estado, del estado adjunto, los valores

deseados y las funciones de control definiendo el vector de estado discreto z ∈

Rq̂×l̂, el vector de estado adjunto discreto p ∈ Rq̂×l̂, el vector de valores deseados

ỹ ∈ Rq̂×l̂ y el vector de control discreto v ∈ Rp̂×l̂

z =
[
zT1 z

T
2 · · · zTl̂

]T
, v =

[
vT1 v

T
2 · · · vTl̂

]T
,

p =
[
pT0 p

T
1 · · · pTl̂−1

]T
, ỹ =

[
ỹT1 ỹ

T
2 · · · ỹTl̂

]T
, (2.39)
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Gradiente del funcional discreto

Consideramos ahora la discretización temporal de la expresión (2.33), la cual

se transforma en el siguiente esquema iterativo:
z0 = zh0 , F1zl = F0 zl−1 + τBh vl + τch, ∀ l = 1, · · · , l̂,

pl̂ = −s (zl̂ − ỹl̂) , F1pl = F0 pl+1 − τ qMh (zl − ỹl) , ∀ l = l̂ − 1, · · · , 0,

∇J τ
hl

= gi = rRhv
i
l −Bhp

i
l−1
, ∀ l = 1, · · · , l̂.

(2.40)

donde ∇J τ
hl
∈ Rp̂. Luego si agrupamos los gradientes de cada tiempo en un

vector g = ∇J τ
h ∈ Rp̂l̂ como sigue:

g = ∇J τ
h =

[
(∇J τ

h1
)T (∇J τ

h2
)T · · · (∇J τ

hl̂
)T
]T
, (2.41)

y si definimos la matrices G ∈ Rp̂l̂×p̂l̂ y N ∈ Rq̂l̂×p̂l̂ :

G =



r Rh

r Rh

. . .

r Rh


, N =



Bh

Bh

. . .

Bh


,

(2.42)

luego, el esquema (2.40) toma la forma:
z0 = zh0 , F1zl = F0 zl−1 + τBh vl + τch, ∀ l = 1, · · · , l̂,

pl̂ = −s (zl̂ − ỹl̂) , F1pl = F0 pl+1 − τ qMh (zl − ỹl) , ∀ l = l̂ − 1, · · · , 0,

gi = Gvi −NTpi

(2.43)
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Producto de la Matriz Hessiana del funcional discreto y la función de

control

Con un procedimiento análogo al utilizado para obtener la expresión (2.43)

obtenemos la discretización temporal de la expresión (2.34) toma la forma:
ψ0 = 0, F1zl = F0 ψl−1 + τBh dl, ∀ l = 1, · · · , l̂,

ψpl̂ = −sψl̂, F1ψpl = F0 ψpl+1
− τ qMhψl, ∀ l = l̂ − 1, · · · , 0,

Hdi = Gdi −NTψp
i

(2.44)

donde los vectores di ∈ Rp̂l̂ y ψp
i ∈ Rq̂l̂ corresponden a las discretizaciones tem-

porales de di y ψpi respectivamente. Finalmente el Método Gradiente Conjugado

en forma discreta puede expresarse como sigue:

Algoritmo GC discreto (2.4.1)
1 Sea v0 ∈ Rp̂l̂ arbitraria.

2 i = 0, Calcular el gradiente del funcional g(0)

3 mientras ‖gi‖
‖g0‖ ≤ tol

4 if i = 0 then,

5 di = −gi

6 else

7 di+1 = −gi +
gi,THdi

di,THdi
di

8 end

9 vi+1 = vi +
gi,Tgi

di,THdi
di

10 gi+1 = gi + αiHdi

11 i = i+ 1

12 end
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CAPÍTULO 3

ALGORITMO PARAREAL

En el capı́tulo anterior presentamos el problema de control óptimo (2.6), y re-

solvimos el mismo mediante el método del Gradiente Conjugado. En éste capı́tu-

lo se realiza una paralelización temporal del problema (2.6) con el objetivo de

resolverlo en plataforma distribuida, reduciendo ası́ los costos computacionales.

La resolución se realiza nuevamente con el método del Gradiente Conjugado, y

para acelerar la convergencia del mismo utilizamos el algoritmo Pararreal pro-

puesto en [1].

3.1. Formulación Matemática

Por comodidad, re-escribimos la ecuación (2.1)

ż = f(z, v, t), para to ≤ t ≤ tf

z(to) = zho , (3.1)

donde, v ∈ Rp̂ × [to, tf ], z ∈ Rq̂ × [to, tf ] y f : Rq̂ × Rp̂ × [to, tf ]→ Rq̂ × [to, tf ].

Ahora, dividimos el dominio temporal [to, tf ] en sub-intervalos de tamaño

∆T =
tf−t0
k̂

:

to = To < T1 < · · · < Tk = k∆T < Tk+1 < · · · < Tk̂ = tf
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Facultad de Ingenierı́a
Ingenierı́a Electrónica

Entonces definimos los estados {zo, z1, · · · , zk, · · · , zk̂−1} de modo que

zk ∈ Rq̂ × [Tk, Tk+1] sea la solución de:

żk = f(zk, vk, t) t ∈ [Tk, Tk+1],

zk(T
+
k ) = Zk,

 k = 0, 1, · · · , k̂ − 1 (3.2)

La solución de (3.2) será también solución de (3.1) si y sólo si, para cualquier

k = 0, 1, · · · , k̂ − 1 se cumple que:

zk = z ∀ t ∈ [Tk, Tk+1],

vk = v ∀ t ∈ [Tk, Tk+1], y

Zk = z(Tk). (3.3)

La condición impuesta en la ecuación (3.3) establece que el estado zk definido

en el sub-intervalo [Tk, Tk+1], coincida en el tiempo final con la condición inicial

del estado zk+1, dicho de otra manera, satisfacemos (3.3) si y sólo si:

Z0 = z−1(To) = z(to), si k = 0;

Zk = zk−1(T−k ), si k = 1, 2, · · · , k̂ − 1.

(3.4)

Notemos que con la división del dominio temporal en k̂ sub-intervalos, esta-

mos reduciendo el tamaño del problema (3.1), en k̂ problemas más pequeños

(3.2), este proceso introduce al problema de control una restricción adicional
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(3.4), entonces el problema de control óptimo (2.6) queda como sigue:

minimizar J (zk, vk, Zk) =
1

2

k̂−1∑
k=1

∫ Tk+1

Tk

(
r‖vk‖2

Rh
+ q‖zk − ỹk‖2

Mh

)
dt

+
s

2
‖zk̂−1(Tk̂)− ỹk̂−1(Tk̂)‖

2
Mh
,

sujeto a


żk = f(zk, vk, t), t ∈ [Tk, Tk+1],

zk(T
+
k ) = Zk,

Zk = zk−1(T−k ),


k = 0, 1, · · · , k̂ − 1.

(3.5)

Ahora aproximamos el problema (3.5) a un problema con menor cantidad de

restricciones, esto realizamos penalizando el incumplimiento de la ultima restric-

ción de (3.5) en nuestro funcional de costo, entonces éste queda como sigue:

J (zk, vk, Zk) =
1

2

k̂−1∑
k=1

∫ Tk+1

Tk

(
r‖vk‖2

Rh
+ q‖zk − ỹk‖2

Mh

)
dt

+
s

2
‖zk̂−1(Tk̂)− ỹk̂−1(Tk̂)‖

2
Mh

+
1

2 ε∆T

k̂−1∑
k=1

‖zk−1(T−k )− Zk‖2
Mh
,

donde ε es un escalar positivo.

El término
1

2 ε∆T
‖zk−1(T−k ) − Zk‖2

Mh
es el que impone la penalización del

incumplimiento de la restricción Zk − zk−1(T−k ) = 0 ∀ k = 0, 1, · · · , k̂ − 1. El

parámetro ε es el factor de penalización.

Entonces, para resolver problema (3.5) en forma paralela, tenemos que re-

solver el siguiente problema de control óptimo.
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PROBLEMA P2, Problema de minimización con restricciones



minimizar J (zk, vk, Zk) =
1

2

k̂−1∑
k=0

∫ Tk+1

Tk

(
r‖vk‖2

Rh
+ q‖zk − ỹk‖2

Mh

)
dt

+ s
2
‖zk̂−1(Tk̂)− ỹk̂−1(Tk̂)‖2

Mh

+ 1
2 ε∆T

k̂−1∑
k=1

‖zk−1(T−k )− Zk‖2
Mh
,

sujeto a


żk = f(zk, vk, t), t ∈ [Tk, Tk+1],

zk(T
+
k ) = Zk

 k = 0, 1, · · · , k̂ − 1.

(3.6)

3.2. Condiciones de Optimalidad

Para convertir el problema P2 (3.6), en un problema de minimización sin res-

tricciones, definimos el funcional Lagrangiano (L), tomando la misma considera-

ción del capı́tulo anterior, respecto a las ecuaciones de estado (2.13):

min L(z, v, Z, p, η) = J (z, v, Z) +
k̂−1∑
k=0

∫ Tk+1

Tk

pTk (Mhżk − Ahzk −Bhvk − ch) dt

+
k̂−1∑
k=0

ηTk (zk(T
+
k )− Zk). (3.7)

Minimizar (3.7), es equivalente a minimizar (3.6). La solución que minimiza

éstas, es la que minimiza (L) en cada sub-intervalo [Tk, Tk+1], ∀ k = 0, 1, · · · , k̂−1

y la denominamos z∗k(t), v
∗
k(t) y Z∗k . En las ecuaciones siguientes escribiremos z∗k

y v∗k para referirnos a z∗k(t) y v∗k(t) respectivamente.
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CONTROL DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABÓLICAS
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La variación total de primer orden δL tiene la forma:

δL =
k̂−1∑
k=0

∂L
∂zk

δzk +
k̂−1∑
k=0

∂L
∂vk

δvk +
k̂−1∑
k=0

∂L
∂Zk

δZk +
k̂−1∑
k=0

∂L
∂pk

δpk +
k̂−1∑
k=0

∂L
∂ηk

δηk.

Las condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) son obtenidas

anulando la variación total de primer orden δL al ser evaluada en los valores z∗k,

v∗k y Z∗k , (véase [22], [23]). Por simplicidad, la evaluación en la solución óptima

|z∗k,v∗k,Z∗
k

representaremos por |∗ en las ecuaciones siguientes.

δL =
k̂−1∑
k=0

∂L
∂zk

∣∣∣∣∣∣
∗

δzk +
k̂−1∑
k=0

∂L
∂vk

∣∣∣∣∣∣
∗

δvk +
k̂−1∑
k=0

∂L
∂Zk

∣∣∣∣∣∣
∗

δZk

+
k̂−1∑
k=0

∂L
∂pk

∣∣∣∣∣∣
∗

δpk +
k̂−1∑
k=0

∂L
∂ηk

∣∣∣∣∣∣
∗

δηk = 0. (3.8)

Las distintas derivadas parciales del funcional L son calculadas utilizando la

definición (2.1). De la ecuación (3.8) obtenemos las siguientes condiciones de

optimalidad:

Ecuaciones de Estado

∂L
∂pk

∣∣∣∣
∗

= (Mhżk − Ahzk −Bhvk − ch)
∣∣
∗ = 0 t ∈ [Tk, Tk+1],

∂L
∂ηk

∣∣∣∣
∗

= (zk(T
+
k )− Zk)

∣∣
∗ = 0, (3.9)

donde k ∈ { 0, 1, · · · , k̂ − 1}.
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Estado Adjunto

∂L
∂zk

∣∣∣∣
∗

=


(
Mhṗk + Ahpk − qMh(zk − ỹk)

)∣∣
∗ = 0 t ∈ [Tk, Tk+1],

(
pk(T

−
k+1) + 1

ε∆T
(zk(T

−
k+1)− Zk+1)

)∣∣
∗ = 0,

(3.10)

∀ k = 0, 1, · · · , k̂ − 2.

∂L
∂zk̂−1

∣∣∣∣∣
∗

=


(
Mhṗk̂−1 + Ahpk̂−1 − qMh(zk̂−1 − ỹk̂−1)

)∣∣∣
∗

= 0 t ∈ [Tk̂−1, Tk̂],(
pk̂−1(Tk̂) + s

(
zk̂−1(Tk̂)− ỹk̂−1(Tk̂)

))∣∣∣
∗

= 0.

(3.11)

Condición de Euler

∂L
∂vk

∣∣∣
∗

= (r Rhvk −BT
h pk)

∣∣
∗ = 0 t ∈ [Tk, Tk+1]

∂L
∂Zk

∣∣∣
∗

=
(
pk(T

+
k ) + 1

ε∆T
(zk−1(T−k )− Zk)

)∣∣∣
∗

= 0

 k = 0, 1, · · · , k̂ − 1. (3.12)

La deducción de las condiciones de optimalidad (3.9), (3.10), (3.11) y (3.12)

se encuentran en el apéndice (B.1).

3.3. Método de Solución del Problema de Control Paralelo

En la sección 3.1 planteamos el problema de control óptimo P2 (3.6) de modo

que pueda ser resuelto en varios procesos computacionales, o dicho de otra

manera para ser resuelto en forma paralela. Como podemos ver el conjunto de

ecuaciones (3.9), (3.10), (3.11) y (3.12), son equivalentes a (3.6).

En esta sección presentaremos un método para hallar la solución de (3.6)

utilizando nuevamente el método del Gradiente Conjugado. Corrigiendo ahora

en forma iterativa dos variables arbitrarias, la función de control vik y las condi-

ciones iniciales Zi
k introducida en la sección 3.1. Una vez arbitrado ambos valo-
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res, obtenemos zik(vik,Zi
k) de la ecuación (3.9) y pik(vik,Zi

k) de las ecuaciones (3.10)

y (3.11). En consecuencia la variación de primer orden del Lagrangiano L (3.8)

es igual al gradiente del funcional J (3.6) al ser evaluados en zik, v
i
k, Z

i
k y pik, a

los que representaremos por |i (véase Apéndice (B.2)).

δL =
k̂−1∑
k=0

∂L
∂vk

∣∣∣∣∣∣
i

δvk +
k̂−1∑
k=0

∂L
∂Zk

∣∣∣∣∣∣
i

δZk

=
k̂−1∑
k=0

∇vkJ

∣∣∣∣∣∣
i

δvk +
k̂−1∑
k=0

∇Zk
J

∣∣∣∣∣∣
i

δZk, (3.13)

tomando cada sub-intervalo por separado y expresando la ecuación (3.13) en

forma matricial tenemos:
∂L
∂vk

∣∣∣
i

∂L
∂Zk

∣∣∣
i


T 

δvk

δZk

 =


∇vkJ

∣∣∣
i

∇Zk
J |i


T 

δvk

δZk

 ; ∀k = 0, 1, · · · , k̂ − 1, (3.14)

la ecuación (3.14) nos indica que minimizar L (3.8) es equivalente a minimizar J

(3.6), por lo que en adelante trabajaremos únicamente con el funcional J (3.6)

para obtener nuestro algoritmo.

Notemos que el gradiente del funcional ∇J del problema (3.6) posee dos

componentes ∇J =
[
∇vkJ T ∇Zk

J T
]T

, que son obtenidas a partir de las de-

rivadas totales de J respecto a las variables independientes vk y Zk respectiva-

mente (véase Apéndice (B.2)). Y mientras las variables vik, Z
i
k arbitradas no sean

la solución óptima, el gradiente del funcional de la ecuación (3.6) no será nulo,

entonces podemos encontrar un nuevo valor vi+1
k , Zi+1

k tal que:

∇J (zi+1
k (vi+1

k ,Zi+1
k ), vi+1

k , Zi+1
k ) < ∇J (zik(vik,Z

i
k), vik, Z

i
k), (3.15)
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en el cual el esquema de corrección es el siguiente:

vi+1
k = vik + αidvik ∀k = 0, 1, · · · , k̂ − 1,

Zi+1
k = Zi

k + αidZ
i
k ∀k = 1, 2, · · · , k̂ − 1, (3.16)

donde αi es un escalar obtenido del mismo modo que se obtuvo en (2.20); dvk y

dZk son las direcciones de búsqueda para vk y Zk respectivamente.

Al gradiente del funcional ∇J en la iteración i lo denotaremos por:

gik = ∇J |zik,vik,Zi
k,p

i
k
,

=


gvik

gZ
i
k

 (3.17)

entonces el valor de αi es:

αi = −

k̂−1∑
k=0

(gik, d
i
k)

k̂−1∑
k=0

(dik, H dik)

(3.18)

donde dk =
[
dvk

T dZk
T
]T , y H := ∇2J |zik,vik,Zi

k,p
i
k

es la matriz Hessiana del

funcional (3.6).

A continuación construimos las direcciones de búsqueda de (3.16) de modo

que sean ortogonales respecto de la matriz Hessiana, que es como utiliza el

algoritmo del gradiente conjugado.

La primera dirección, tomamos la dirección contraria del gradiente del fun-
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cional, es decir:

d0
k = −g0

k
dv0

k

dZ
0
k

 = −


gv0

k

gZ
0
k

 (3.19)

y las siguientes direcciones con el siguiente esquema:

dvi+1
k = −gvi+1

k + βidvik ∀k = 0, 1, · · · , k̂ − 1,

dZ
i+1
k = −gZ

i+1
k + βidZ

i
k ∀k = 1, 2, · · · , k̂ − 1, (3.20)

donde

βi =

k̂−1∑
k=0

(gi+1
k , H dik)

k̂−1∑
k=0

(dik, H dik)

. (3.21)

El algoritmo corrige las funciones de control y las condiciones iniciales (3.16)

en forma iterativa, la corrección se realiza hasta cumplirse algún criterio de para-

da, en el contexto de este trabajo el criterio de parada que utilizamos es el si-

guiente:

‖gi‖
‖g0‖

≤ tol, (3.22)

donde g :=
[
g0

T g1
T · · · gk̂−1

T
]T .

Como podemos ver, utilizamos el mismo esquema del algoritmo (2.4.1), con

algunas modificaciones que detallamos a continuación:
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Algoritmo GC paralelo (3.3)

1 Sean v0 ∈ Rp̂ × [t0, t
f ] y Z0 ∈ Rq̂(k̂−1) valores arbitrarias.

2 Obtener z0
k y p0

k

3 i = 0, Calcular el gradiente del funcional g(0)

4 mientras ‖gi‖
‖g0‖ ≤ tol

5 if i = 0 then,

6 dik = −gik

7 else

8 dvik = −gvik + βidvi−1
k

9 dZ
i
k = −gZ

i
k + βidZ

i−1
k

10 end

11 vi+1 = vi + αidiv

12 Zi+1 = Zi + αidiZ

13 gi+1 = gi + αiHdi

14 i = i+ 1

15 end

Notemos que en el algoritmo (3.3), los valores de vk, pk, vk y Zk, ası́ como las

direcciones de búsqueda respectivas son calculados ∀ k = 0, 1, · · · , k̂ − 1 en k̂

procesos computacionales en forma paralela. En otras palabras los cálculos para

cada valor de k se realizan en forma simultanea en un proceso computacional

distinto.
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Como podemos observar en el algoritmo (2.4.1), luego de estimar un valor

inicial para la función de control vk, y para las condiciones iniciales Zk, procede-

mos a resolver la ecuación de estados (3.9) y los estados adjuntos (3.10) y (3.11)

en cada sub-dominio [Tk, Tk+1]. Para ello en cada sub-dominio utilizamos la mis-

ma discretización temporal hecha en la sección (2.4.1), entonces zk, vk, ỹk y pk

discretos tienen la siguiente forma:

zk =
[
zTk,1 z

T
k,2 · · · zTk,l̂

]T
, vk =

[
vTk,1 v

T
k,2 · · · vTk,l̂

]T
,

pk =
[
pTk,1 p

T
k,2 · · · pTk,l̂

]T
, ỹk =

[
ỹTk,1 ỹ

T
k,2 · · · ỹTk,l̂

]T
, (3.23)

La ecuación (3.23) indica que cada sub-dominio [Tk, Tk+1] dividimos en l̂ in-

tervalos iguales, donde el paso entre intervalos es τ = (Tk+1 − Tk)/l̂, y cada

nodo asociado a estos intervalos de tiempo son denotados como tk,l = Tk + l τ .

Entonces la ecuación de estados (3.9) discreta, tiene la misma forma que la

ecuación (2.36), es decir:

Mh

(
zk,l − zk,l−1

τ

)
= Ah zk,l +Bh vk,l + ch, l = 0, 1, · · · , l̂ − 1;

zk,0 = Zk (3.24)

Utilizando las matrices F0 := Mh y F1 := Mh − τAh, podemos obtener los

estados zk,l mediante el siguiente esquema iterativo:

zk,0 = Zk

F1zk,l = F0zk,l−1 + τBhvk,l + τch; para l = 1 hasta l̂ (3.25)
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Del mismo modo, los estados adjuntos (3.10) y (3.11) discretos tienen la si-

guiente forma:

Mh

(
pk,l+1 − pk,l

τ

)
= −Ah pk,l + qMh(zk,l − ỹk,l), l = 0, 1, · · · , l̂ − 1;

pk,l̂ = − 1

ε∆T
(zk,l̂ − Zk+1) ∀ k = 0, 1, · · · , k̂ − 2, (3.26)

pk̂−1,l̂ = −s(zk̂−1,l̂ − ỹk̂−1,l̂).

Entonces podemos obtener el estado adjunto pk,l mediante el siguiente es-

quema iterativo:

pk,l̂ = − 1

ε∆T
(zk,l̂ − Zk+1) ∀ k = 0, 1, · · · , k̂ − 2,

pk̂−1,l̂ = −s(zk̂−1,l̂ − ỹk̂−1,l̂),

F1pk,l = F0pk,l+1 − τ qMh(zk,l − ỹk,l); para l = l̂ − 1 hasta 0. (3.27)

Las ecuaciones (3.25) y (3.27) son resueltas en forma simultanea en k̂ proce-

sos, donde cada proceso resuelve el sub-dominio [Tk, Tk+1] para k = 0, 1, · · · , k̂−1

respectivamente, de esta manera hallamos el estado z en todo el dominio [to, tf ].

El siguiente paso del algoritmo (2.4.1) es calcular el gradiente del funcional

∇J evaluando en los valores zik, vk, p
i
k y Zi

k, el cual es denotado por gik. El gra-

diente del funcional tiene dos componentes es decir, ∇J =
[
∇vkJ T ∇Zk

J T
]T

,

los cuales calculamos por separado. Primero calculamos DJDvk :

DJ
Dvk

=
DJ
Dvk

+
DJ
Dzk

∂zk

∂vk
,

∇vkJ = r Rhvk −BT
h pk

 k = 0, 1, · · · , k̂ − 1. (3.28)
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entonces:

gvik = r Rhv
i
k −BT

h p
i
k, (3.29)

Discretizando la ecuación (3.29), utilizando los vectores vk y pk obtenemos

gvik mediante el siguiente esquema iterativo:

gvik,l = r Rhv
i
k,l −BT

h p
i
k,l; para l = 1 hasta l̂. (3.30)

Ahora calculamos DJ
DZk

:

DJ
DZk

=
DJ
DZk

+
DJ
Dzk

∂zk

∂Zk
,

∇Zk
J = −Mhpk(T

+
k )− 1

ε∆T
Mh

(
zk−1(T−k )− Zk

)
 k = 0, 1, · · · , k̂ − 1.(3.31)

entonces:

gZ
i
k = −Mhp

i
k(T

+
k )− 1

ε∆T
Mh

(
zik−1(T−k )− Zi

k

)
(3.32)

Al considerar el vector discreto pk y de la ecuación (3.26) podemos ver que:

pk,0 = pk(T
+
k ),

pk−1,l̂ = − 1

ε∆T

(
zk−1(T−k )− Zk

)
, (3.33)

Entonces la ecuación (3.32) discreta queda como sigue:

gZ
i
k = Mh

(
−pik,0 + pi

k−1,l̂

)
. (3.34)

La deducción de las ecuaciones (3.28) y (3.31) se encuentran en el apéndice

(B.2).
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Para calcular αi y βi−1, necesitamos calcular H dik, el cual calculamos re-

solviendo las siguientes ecuaciones (véase apéndice (B.3)):


ψk(T

+
k ) = dZ

i
k

Mhψ̇k = Ahψk +Bhdv
i
k

∀ k = 0, 1, · · · , k̂ − 1.



ψpk(T−k+1) = − 1
ε∆T

(ψk(T
−
k+1)− dZ

i
k+1) ∀ k = 0, 1, · · · , k̂ − 2.

ψpk̂−1
(Tk̂) = −s

(
ψk̂−1(Tk̂)

)
Mhψ̇pk = −Ahψpk + qMhψk

(3.35)

donde ψk y ψpk son variables auxiliares. Luego el producto H dik es:

H


dvik

dZ
i
k

 =


r Rhdv

i
k −BT

h ψpk

−Mhψpk(T+
k )− 1

ε∆T
Mh

(
ψk−1(T−k )− dZ

i
k

)
 (3.36)

Discretizando (3.35) del mismo modo realizado en (3.24) y (3.26) podemos hallar

H dik en forma iterativa como sigue:


ψk,1 = dZ

i
k

F1ψk,l = F0ψk,l−1 + τBhdv
i
k,l; para l = 1 hasta l̂

ψpk,l̂ = − 1
ε∆T

(ψk,l̂ − dZ
i
k+1) ∀ k = 0, 1, · · · , k̂ − 2.

ψpk̂−1,l̂
= −sψk̂−1,l̂

F1ψpk,l = F0ψpk,l+1
− τ qMhψk,l; para l = l̂ − 1 hasta 0

(3.37)

luego H dik discreto es obtenido mediante el siguiente esquema iterativo:
Hv dv

i
k,l = r Rhdv

i
k,l −BT

h ψpk,l

HZ dZ
i
k = Mh(−ψpk,0 + ψpk−1,l̂

)

para l = 1 hasta l̂ (3.38)
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Notemos que para obtener α y β en el algoritmo (2.4.1), los k̂ procesos com-

putacionales calculan los valores (gik, Hd
i
k), (dik, Hd

i
k) y (gik, d

i
k) para

k = 0, 1, · · · , k̂−1 respectivamente, luego envı́a los valores calculados a los k̂−1

procesos computacionales restantes, y de este modo cada uno de ellos calculan

αi y βi−1. Para luego actualizar las funciones de control vi+1
k y las condiciones

iniciales Zi+1
k .

El algoritmo realiza el proceso ya descrito en forma iterativa, hasta que se

cumpla con el criterio de parada. Luego calcula el estado zk con los valores de

vk y Zk ya obtenidos, encontrando de este modo el estado óptimo z∗k buscado.

3.4. Gradiente Conjugado Precondicionado

En la sección anterior se presentó el algoritmo del gradiente conjugado como

método de solución del problema de control paralelo P2 (3.6), este método pre-

senta un bajo costo computacional, además posee buena estabilidad numérica.

La velocidad de convergencia del algoritmo depende del condicionamiento

de la matriz Hessiana H. La matriz H del problema (3.6) no posee un buen

condicionamiento, lo que genera que el algoritmo (2.4.1) converja lentamente a

la solución óptima.

Para mejorar el condicionamiento de la matriz H utilizamos la técnica denomi-

nada precondicionamiento y ası́ acelerar la velocidad de convergencia del algo-

ritmo gradiente conjugado. La matriz P llamada matriz de precondicionamiento,
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que presentamos en esta sección fue propuesto en [1] y se denomina algoritmo

pararreal.

A continuación deduciremos la matriz P del algoritmo pararreal, para ello ex-

presamos la diferencia entre el estado final de un sub-dominio y el estado inicial

del sub-dominio siguiente, al cual llamamos saltos.

Ésta diferencia es obtenida marchando la malla fina, como puede observarse

en la siguiente figura.

Figura 3.1: Temperatura calculada en forma Paralela.

Fuente: Elaboración Propia.

Para que la solución de la ecuación de estados calculada en cada sub-dominio

sea equivalente a la solución de la ecuación de estado calculada de forma se-

cuencial, se debe cumplir que los saltos S0, S1, · · · , Sk̂−2, que se ilustran en la

figura 3.1 deben ser iguales a cero.

Entonces podemos expresar éstos saltos mediante la siguiente ecuación ma-
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tricial (véase apéndice B.4 ):

I

−F∆τ I

. . . . . .

−F∆τ I





Z1

Z2

...

Zk̂−1


=



S0 + F∆τZ0

S1

...

Sk̂−2


CZ = S, (3.39)

donde F∆τ = (F−1
1 F0)l̂ y Sk = τ

∑l̂
i=1(F−1

1 F0)(l̂−i)F−1
1 (Bhvk,i + ch).

El valor de F∆τ se obtiene calculando el estado en cada punto de la malla

fina, el cual consiste en la discretización de la malla gruesa, como se puede ver

en la figura 3.1.

Del mismo modo podemos utilizar F∆τ para hallar el estado adjunto como se

ilustra en la siguiente figura:

Figura 3.2: Estado Adjunto en Paralelo. Fuente: Elaboración Propia.

El gradiente de las condiciones iniciales ∇ZJ dado por la ecuación (3.34),

podemos expresar como una relación entre el valor final del adjunto

Juan Fleitas
55

Diego Stalder



Universidad Nacional de Asunción
Trabajo Final de Grado
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pk,l̂ = 1
ε∆T

(zk,l̂ − Zk+1) y los saltos del estado adjunto Spk como se ilustra en la

figura 3.2, es decir:

∇ZJ = CTK



z0,l̂ − Z1

z1,l̂ − Z2

...

zk̂−2,l̂ − Zk̂−1


−



F0Sp1

F0Sp2

...

F0(Spk̂−1
+ FT∆τpk̂−1,l̂)


(3.40)

donde Spk = τq
∑l̂

i=1(F−1
1 F0)(l̂−i)F−1

1 Mh(zk,l̂−i + ỹk,l̂−i),

K =



1
ε∆T

F0

1
ε∆T

F0

. . .

1
ε∆T

F0


utilizando la ecuación (3.39) en (3.40) tenemos:

∇ZJ = CTKCZ− F, (3.41)

donde F = CTKS + Sp.

Notemos que para hallar las condiciones iniciales Z∗k del problema (3.6), se

debe cumplir que ∇ZJ sea igual a cero. Entonces para hallar Z∗k tenemos que

resolver la siguiente ecuación matricial:

CT KCZ = F, (3.42)

para resolver esta ecuación podemos invertir el producto de las matrices CTKC,

lo cual presenta un elevado costo computacional, pues necesitamos obtener F∆τ ,

y éste se obtiene marchando la malla fina.
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Una forma aproximada de obtener Z es por medio de la discretización de la

malla gruesa por el método de Euler Implı́cito (Backward Euler), como se ilustra

en la figura:

Figura 3.3: Estados malla gruesa. Fuente: Elaboración Propia.

La discretización se realiza utilizando pasos del tiempo de tamaño ∆T , y ex-

presamos como sigue:

Mh
Zk+1 − Zk

∆T
= AhZk+1 +Bhvk,0 + ch,

Zk+1 = (Mh −∆T Ah)
−1MhZk + (Mh −∆T Ah)

−1∆T (Bhvk,0 + ch).

Entonces la aproximación de Z podemos expresar mediante la siguiente ecuación

matricial:

C̃ Z = S̃,
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donde:

C̃ =



I

−G∆T I

. . . . . .

−G∆T I


; G∆T = (Mh −∆T Ah)

−1Mh. (3.43)

Notemos que C̃ es una aproximación de C, además invertir C̃ presenta un

bajo costo computacional, debido a que G∆T puede obtenerse inmediatamente.

Entonces para acelerar la convergencia del algoritmo gradiente conjugado uti-

lizamos la siguiente matriz como precondicionador:

P = C̃T KC̃. (3.44)

Luego modificamos el algoritmo 3.3 para que utilice el precondicionador P

de modo a acelerar la convergencia del Gradiente Conjugado, este algoritmo es

llamado Gradiente Conjugado Precondicionado y se detalla a continuación.

Algoritmo GC paralelo precondicionado (3.4)

1 Sean v0 ∈ Rp̂l̂k̂ y Z0 ∈ Rq̂(k̂−1) arbitrarias.

2 i = 0, Calcular el gradiente del funcional g0

3 mientras ‖gi‖
‖g0‖ ≤ tol

4 g
(i)
p = [giv P

−1giZ ]T

5 if i = 0 then,

6 di = −gip
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7 else

8 di+1 = −gip +
gi,Tp Hdi

di,THdi
di

9 end

10  vi+1

Zi+1

 =

 v(i)

Zi

+
gi,Tgip
di,THdi

di

11 gi+1 = gi + αiHdi

12 i = i+ 1

13 end
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CAPÍTULO 4

RESULTADOS NUMÉRICOS

4.1. Control óptimo del transitorio térmico de una placa de circuitos elec-

trónicos mediante un sistema de enfriamiento en los bordes

El control óptimo del transitorio térmico de una placa de circuitos electrónicos

con un sistema de enfriamiento en los bordes es modelado por la ecuación de

conducción de calor con condiciones de frontera de Neumann [20]. Consecuente-

mente controlar éste transitorio involucra la solución de una ecuación diferencial

parcial parabólica.

4.1.1. Ecuación de conducción de calor con condiciones de frontera de

Neumann

Para enunciar correctamente el problema introducimos la siguiente definición:

Definición 4.1 (Espacio de Lebesgue L2(Ω)). Se define como el espacio de fun-

ciones cuadrado integrables sobre Ω.

L2(Ω) :=

{
f : Ω→ R y

∫
Ω

|f |2 dx <∞
}

(4.1)

Para modelar el transitorio térmico de un circuito térmico consideramos la

ecuación de conducción de calor obtenida a partir de la ley de conducción de
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calor de Fourier y el balance energético.

La conducción, la convección y la radiación son los tres modos de transfe-

rencia de energı́a térmica en los cuerpos materiales, debido a la diferencia de

temperatura entre ellos.

La conducción de calor es un modo de transferencia de energı́a térmica por

contacto directo entre moléculas que están a diferentes temperaturas y es debida

al movimiento de los electrones libres presentes en las moléculas.

La transferencia de energı́a térmica se rige por la ley de conducción de calor

de Fourier, que establece que el flujo de calor q es proporcional al gradiente de

temperatura ∇z [19].

Expresado en:

−→q = −λ∇z. (4.2)

donde z es la temperatura, y λ la constante de proporcionalidad, es la conduc-

tividad térmica del material.

La ecuación (4.2) expresa que la energı́a térmica fluye desde las regiones

con mayor temperatura hacia las de menor temperatura.

Este flujo de calor depende fuertemente de las propiedades fı́sicas del medio,

especı́ficamente de la conductividad térmica λ de los materiales, dándose lugar

en sólidos, lı́quidos y gases, siempre que exista diferencia de temperatura.

Consideremos un cuerpo determinado por un dominio Ω ⊂ R2, cuya frontera

es una superficie Γ = ∂Ω como se ilustra en la siguiente figura (4.1).
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DESARROLLO DE UNA APLICACIÓN PARALELA EN EL TIEMPO PARA LA SIMULACIÓN Y

CONTROL DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABÓLICAS

Facultad de Ingenierı́a
Ingenierı́a Electrónica

Figura 4.1: Ejemplo de aplicación: Control de temperatura de circuitos elec-

trónicos. Fuente: Elaboración Propia.

La energı́a térmica en un dominio la expresaremos en función a la densidad

de masa % y a la densidad de energı́a e del material que ocupa el dominio.

Ei =

∫
Ω

%e dΩ. (4.3)

La variación de energı́a en el dominio con respecto al tiempo es:

dEi

dt
=

d

dt

∫
Ω

%e dΩ. (4.4)

La densidad de energı́a e , puede ser expresada como el producto entre el

calor especı́fico del cuerpo cp a presión constante y la temperatura z, es decir:

e(x, y, t) = cp(x, y) z(x, y, t), (4.5)
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donde cp el calor especı́fico es una propiedad fı́sica de los materiales que de-

termina la capacidad de una sustancia de transferir la energı́a cinética de sus

moléculas a otras moléculas adyacentes o a substancias con las que está en

contacto.

Luego teniendo en cuenta (4.5) las expresiones (4.3) y (4.4), quedan como:

Ei =

∫
Ω

%cpz dΩ. y
dEi

dt
=

∫
Ω

%cp
dz

dt
dΩ. (4.6)

La energı́a entrante al cuerpo se obtiene mediante la siguiente integral de

superficie, entre el flujo de calor y un versor diferencial de la frontera
−→
dΓ = −→n dΓ,

donde −→n es el vector normal al diferencial de la frontera, consecuentemente la

energı́a entrante es igual a:

Ee =

∫
∂Ω

−→q · d
−→
Γ (4.7)

La energı́a térmica total generada Eg en el dominio se obtiene integrando

la función c que representa las densidad de energı́a térmica generada por las

fuentes presentes en la región de estudio.

Eg =

∫
Ω

cdΩ (4.8)

La ecuación de balance de energı́a térmica en un cuerpo deriva de la ley de

la conservación de energı́a y establece que la variación de energı́a con respecto

al tiempo dEi

dt
en el dominio, es debida a la energı́a que entra Ee en el dominio y

a la energı́a total generada Eg en el dominio [19]. Expresada en:

d

dt
Ei = Ee + Eg, (4.9)
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y utilizando las expresiones (4.4),(4.7) y (4.8), la ecuación anterior, queda como:

∫
Ω

%cp
dz

dt
dΩ. = −

∫
∂Ω

−→q · d
−→
Γ +

∫
Ω

c dΩ. (4.10)

Notemos que si utilizamos el Sistema Métrico Internacional tenemos: % es la

densidad de masa del cuerpo [kg/m3], cp es la densidad de energı́a interna del

cuerpo [W/Kkg] y f es la densidad de calor generado por las fuentes [W/m3].

De forma a simplificar la expresión (4.10) utilizaremos el teorema de la diver-

gencia que expresa lo siguiente:

∫
∂Ω

−→
F · −→n dΓ =

∫
∂Ω

−→
F · d

−→
Γ =

∫
Ω

∇ ·
−→
F dΩ. (4.11)

donde Γ es una superficie suave y Ω es un área cerrada que es limitada por Γ.

Entonces aplicamos el teorema de la divergencia a (4.7) tenemos:

∫
∂Ω

−→q · d
−→
Γ =

∫
Ω

∇ · −→q dΩ. (4.12)

Reemplazando la expresión (4.12) en la ecuación de balance de energia (4.10)

se tiene: ∫
Ω

(
%cp

∂z

∂t
+ ∇ · −→q − c

)
dΩ = 0. (4.13)

Luego al utilizar la ley de Fourier (4.2) en la ecuación anterior tenemos:

∫
Ω

(
% cp

∂z

∂t
− ∇ · λ∇z − c

)
dΩ = 0. (4.14)

La ecuación (4.14) sugiere que la siguiente ecuación se cumpla para todo

P {x, y} ∈ Ω.

%cp∂tz = ∇ · (λ∇z) + c. (4.15)
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En el intervalo de tiempo t ∈ [to, tf ], asumiendo condiciones de frontera de Neu-

mann. Las condiciones de frontera de Neumann consisten en considerar que

existe un flujo de calor v saliente del dominio considerado, es decir:

∂z

∂η
= v en Γ× [to, tf ], (4.16)

donde η es la dirección normal a la frontera. La función v representa el mecanis-

mo de enfriamiento en los bordes de la placa de circuito electrónico. El cuadrado

de ésta función debe ser integrable, es decir v ∈ L2(Γ), de manera que más

adelante podamos medir el esfuerzo para controlar el sistema.

Las condiciones iniciales del problema están definidas mediante la función zo

sobre todo el dominio.

La variable z es la función de temperatura en el punto P {x, y} ∈ Ω y en el

tiempo t y debe ser por lo menos dos veces derivable con respecto al espacio,

es decir z ∈ C2(Ω), para que verifique (4.15).

La función c representa el flujo de calor generado por las fuentes presentes

en el dominio considerado. En el contexto de este trabajo el flujo de calor gener-

ado será considerado constante por partes en el espacio y constante en todo el

dominio temporal.

En el dominio Ω asumimos condiciones de continuidad, homogeneidad e

isotropı́a de la región de estudio. Entonces la temperatura en el circuito elec-
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trónico será modelada por la siguiente ecuación:
%cp

∂z
∂t

= λ4z + c, en Ω× [to, tf ],

∂z
∂η

= v en Γ× [to, tf ],

z(to,Ω) = zo,

(4.17)

donde z ∈ C2(Ω)× [to, tf ], zo ∈ C2(Ω), v ∈ L2(Γ)× [to, tf ] y 4 es el laplaciano.

4.1.2. Problema de control óptimo

El objetivo del problema de control es hallar una solución óptima (v∗ y z∗) que

minimice el gasto de energı́a del sistema de enfriamiento y el error cuadrático

medio con respecto a una temperatura deseada. Y para formular el problema de

control definimos el siguiente funcional de costo:

J (z, v) =
1

2

∫ tf

to

(
r‖v‖2

L2(Γ) + q‖(z(t)− ỹ(t))‖2
L2(Ω)

)
dt+

1

2
s‖z(tf )− ỹ(tf )‖2

L2(Ω),

(4.18)

donde la norma L2(Γ), utilizada para definir el funcional de costo, se obtiene

como sigue:

‖v‖2
L2(Γ) =

∫
Γ

v2dΓ, (4.19)

y la norma L2(Ω) es:

‖z(t)− ỹ(t)‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

(z − ỹ)2dΩ. (4.20)
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Facultad de Ingenierı́a
Ingenierı́a Electrónica

Entonces el problema de control óptimo consiste en minimizar el funcional

(4.18) sujeto a las restricciones de la ecuación de conducción de calor:

minimizar J (z(v), v) = 1
2

∫ tf
to

(
r‖v‖2

L2(Γ) + q‖(z(t)− ỹ(t))‖2
L2(Ω)

)
dt

+1
2
s‖z(tf )− ỹ(tf )‖2

L2(Ω),

sujeto a


%cp

∂z
∂t

= λ4z + c, en Ω× [to, tf ],

∂z
∂η

= v en Γ× [to, tf ],

z(to,Ω) = zo,

(4.21)

4.1.3. Discretización del dominio espacial (Ω)

Para hallar una solución numérica aproximada al problema de control óptimo

(4.21) se realiza una discretización del dominio espacial que consiste en selec-

cionar una cantidad finita de puntos de la placa que serán controlados. Aplicamos

el método de los elementos finitos utilizando un conjunto de elementos triangu-

lares iguales distribuidos uniformente en el dominio Ω para aproximar z(., t) y

v(., t) como en [20].

Las aproximaciones de las variables de estado z y las funciones de control

v pueden ser agrupadas en vectores que son denotados como sigue z ∈ Rq̂

y v ∈ Rp̂. Entonces una solución aproximada del problema (4.21) puede ser

obtenida resolviendo el siguiente problema:

minimizar Jh(z(v), v) = 1
2

∫ tf
to

(
r‖v(t)‖2

Rh
+ q‖(z − ỹ)(t)‖2

Mh

)
dt

+1
2
s‖z(tf )− ỹ(tf )‖2

Mh
,

sujeto a
{
Mhż(t) = Ahz, Bhv + ch, para to ≤ t ≤ tf , z(to) = zho ,

(4.22)
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donde, Mh = MT
h , Ah = ATh ∈ Rq̂×q̂; Bh ∈ Rq̂×p̂;Rh ∈ Rq̂×p̂; ch ∈ Rq̂. Los elementos

de éstas matrices y el vector ch se obtienen a partir de las funciones bases en el

apéndice (C)).

4.2. Método Gradiente Conjugado

En ésta sección se presentan los resultados numéricos relativos a algunos

casos del control de temperatura para visualizar la influencia de los parámetros

del controlador en la cantidad de iteraciones del algoritmo (2.4.1) del capı́tulo (2).

Consideramos una placa cuadrada de 5[cm] de lado (la conductividad térmi-

ca λ = 1[ W
mK

] y el producto de la densidad por el calor especı́fico de la placa

%cp = 104[J/m2K]), un componente generador de calor con 2cm de lado, una

densidad de calor generado de 4 × 105[ W
m2 ], una temperatura inicial de 320[◦K]

y el objetivo de enfriar la placa hasta los 300[◦K] en un tiempo de 10[s] (véase

[20]). La discretización espacial consta de q̂ elementos triangulares uniforme-

mente distribuidos en el dominio espacial y p̂ elementos de control en la frontera.

Los valores del estado y del estado adjunto en cada tiempo del dominio tempo-

ral discreto se obtienen mediante el esquema Backward Euler y Forward Euler

respectivamente. El dominio de tiempo es particionado con un paso de tiempo

τ = (tf − to)/(l̂).

El criterio de parada se basa en el decrecimiento de la norma del gradiente

del funcional con respecto al primer gradiente del funcional. El algoritmo iterativo
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corrige las funciones de control hasta que la relación |gi|
|g1| sea menor que una

tolerancia.

4.2.1. Ajuste del controlador

En ésta sección se muestran los resultados del ajuste de los parámetros r, q

y s del funcional de costo para controlar el sistema, mantenemos constantes la

cantidad de elementos del dominio espacial (q̂ = 81y p̂ = 32), temporal l̂ = 256) y

establecemos la tolerancia igual a (tol = 10−9). A continuación presentamos una

tabla que relaciona el parámetro s con la cantidad de iteraciones necesarias para

la convergencia del Método Gradiente Conjugado.

Tabla 4.1: Número de iteraciones del Método Gradiente Conjugado para un valor

fijo de r = 1, q = 0.

s 1 102 103 5 103 104 5 104 105

Iter. 3 4 5 6 7 10 12

|gi| 1, 1 10−11 3, 0 10−9 7, 6 10−8 2, 5 10−6 1, 5 10−6 1, 3 10−5 8, 7 10−5

Fuente: Elaboración Propia.

Notemos que existe una relación de compromiso entre la cantidad de itera-

ciones del algoritmo, gasto de energı́a en el control y resultados del control.
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Figura 4.2: Caso: s = 1, (a) Función de control en 1, 2, 3, (b) Temperatura en 4,

5, 6, (c) Temperatura [K] p/t=10[s]. Fuente: Elaboración Propia.
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Figura 4.3: Caso: s = 10000, (a) Función de control en 1, 2, 3, (b) Temperatura

en 4, 5, 6, (c) Temperatura [K] p/t=10[s]. Fuente: Elaboración Propia.

0 5 10
−600

−400

−200

0

200

t tiempo [s]

F
lu

jo
 e

n 
la

 fr
on

te
ra

(v
) 

[W
/m

]

 

 

1#
2#
3#

0 5 10
290

300

310

320

330

t tiempo [s]

T
em

pe
ra

tu
ra

 [K
]

 

 

4#
5#
6#

 

 

1#,4#

5#

6#

2#

3#

300 310 320

(a) (b) (c)
Figura 4.4: Caso: s = 100000, (a) Función de control en 1, 2, 3, (b) Temperatura

en 4, 5, 6, (c) Temperatura [K] p/t=10[s]. Fuente: Elaboración Propia.

Seleccionamos el valor de s = 10000 porque es el valor que controla ade-

cuadamente la temperatura sin elevar notablemente el gasto del control (ver
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gráfico). Entonces a continuación ajustamos el escalado del funcional dividiendo

todos los parámetros r y s por una constante para reducir la norma del gradiente

del funcional. En la siguiente tabla se muestran los resultados de este ajuste.

Tabla 4.2: Norma del gradiente del funcional al modificar las relaciones r/const

y s/const .

const 1 10 10−2 10−3

Iter. 7 7 7 7

|gi| 1, 5 10−6 1, 5 10−7 1, 5 10−8 1, 5 10−9

Fuente: Elaboración Propia.

Seleccionamos el valor de const = 10−3 porque reduce el valor del gradiente

(esto permite mayor precisión), consecuentemente los parámetros quedan como

sigue r = 10−3 y s = 10. A continuación presentamos una tabla que relaciona el

parámetro q con la cantidad de iteraciones necesarias para la convergencia.

Tabla 4.3: Ajuste de q.

q 10−2 10−1 1 10

Iter. 7 7 8 16

|gi| 1, 6 10−9 4, 7 10−9 3, 77 10−8 1, 19 10−7

Fuente: Elaboración Propia.
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Seleccionamos el valor de q = 1 porque es el valor que controla adecuada-

mente la temperatura (sin sobrepicos) .
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Figura 4.5: Caso: q = 0,1, (a) Función de control en 1, 2, 3, (b) Temperatura en

4, 5, 6, (c) Temperatura [K] p/t=10[s]. Fuente: Elaboración Propia.
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Figura 4.6: Caso: q = 1, (a) Función de control en 1, 2, 3, (b) Temperatura en 4,

5, 6, (c) Temperatura [K] p/t=10[s]. Fuente: Elaboración Propia.
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Figura 4.7: Caso: q = 10,(a) Función de control en 1, 2, 3, (b) Temperatura en 4,

5, 6, (c) Temperatura [K] p/t=10[s]. Fuente: Elaboración Propia.
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4.2.2. Cantidad de Iteraciones vs tolerancia

En ésta sección mostramos la relación entre la cantidad de iteraciones del

algoritmo y la tolerancia utilizada para definir el criterio de parada. Consideramos

los parámetros r = 10−3, q = 1 y s = 10 constantes, ası́ también como la cantidad

de elementos del dominio espacial (q̂ = 81 y p̂ = 32), temporal l̂ = 256).

Tabla 4.4: Cantidad de Iteraciones vs tolerancia

tol 10−6 10−7 10−8 10−9 10−10

Iter. 6 7 8 8 9

|gi| 1, 1 10−5 7, 0 10−7 3, 8 10−8 3, 8 10−8 9, 9 10−10

Fuente: Elaboración Propia.

4.2.3. Cantidad de Iteraciones vs cantidad de elementos del dominio es-

pacial

En ésta sección mostramos la relación entre la cantidad de iteraciones del

algoritmo y la cantidad de elementos del dominio espacial. Consideramos los

parámetros r = 10−3, q = 1 y s = 10 constantes, ası́ también como la cantidad

de elementos del dominio temporal l̂ = 256 y la tolerancia utilizada para definir el

criterio de parada tol = 10−9.
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Tabla 4.5: Influencia de la cantidad elementos del dominio espacial

q̂ 25 81 289 1089

Iter. 12 8 7 6

|gi| 1, 2 10−7 3, 8 10−8 1, 9 10−9 3, 6 10−9

Fuente: Elaboración Propia.

4.3. Método Gradiente Conjugado Precondicionado paralelo

En ésta sección se presentan los resultados numéricos relativos a algunos

casos del control de temperatura para visualizar la influencia del parámetro ε

del controlador en la cantidad de iteraciones del algoritmo paralelo, evaluar la

escalabilidad y el speed-up del algoritmo.

4.3.1. Ajuste de la penalización ε

En ésta sección ajustamos el parámetro de penalización ε del funcional, man-

tenemos constante la cantidad de elementos del dominio espacial (q̂ = 169

y p̂ = 48), temporal (l̂ = 12 y k̂ = 12 ) y establecemos la tolerancia igual a

(tol = 10−9). A continuación presentamos una tabla que relaciona el parámetro

ε con la cantidad de iteraciones necesarias para la convergencia del algoritmo

paralelo
Notemos que existe una relación de compromiso entre la cantidad de itera-

ciones del algoritmo, el parámetro de penalización y los resultados del control.

Juan Fleitas
74

Diego Stalder



Universidad Nacional de Asunción
Trabajo Final de Grado
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Facultad de Ingenierı́a
Ingenierı́a Electrónica

Tabla 4.6: Ajuste de ε

ε 1 10−1 10−2 10−3 10−4 10−5

Iter. 83 55 43 39 40 49

|gi| 3, 8 10−5 7, 9 10−5 6, 4 10−4 3, 9 10−3 3, 7 10−2 6, 55 10−1

Fuente: Elaboración Propia.
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Figura 4.8: Caso: ε = 10−1, (a) Función de control en 1, 2, 3, (b) Temperatura en

4, 5, 6, (c) Temperatura [K] p/t=10[s]. Fuente: Elaboración Propia.
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Figura 4.9: Caso: ε = 10−3, (a) Función de control en 1, 2, 3, (b) Temperatura en

4, 5, 6, (c) Temperatura [K] p/t=10[s]. Fuente: Elaboración Propia.
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Figura 4.10: Caso: ε = 10−4, (a) Función de control en 1, 2, 3, (b) Temperatura en

4, 5, 6, (c) Temperatura [K] p/t=10[s]. Fuente: Elaboración Propia.

Seleccionamos el valor de ε = 10−3 porque es el valor que permite obtener

una solución similar a la solución del algoritmo secuencial y sin elevar la cantidad

de interaciones (ver gráfico).

4.3.2. Cantidad de Iteraciones vs tolerancia

En esta sección mostramos la relación entre la cantidad de iteraciones del

algoritmo y la tolerancia utilizada para definir el criterio de parada. Consideramos

los parámetros r = 10−3, q = 1, s = 10 y ε = 10−3 constantes, como ası́ también la

cantidad de elementos del dominio espacial (q̂ = 169 y p̂ = 48), temporal (l̂ = 16

y k̂ = 16).
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Tabla 4.7: Cantidad de Iteraciones vs tolerancia

tol 10−5 10−6 10−7 10−8 10−9

Iter. 4 11 19 27 42

|gi| 84, 1 3,9 6, 0 10−1 6, 9 10−2 3, 1 10−3

Fuente: Elaboración Propia.

0 10 20 30 40
10

−10

10
−5

10
0

E
rr

or
 R

el
at

iv
o

Iteraciones

Figura 4.11: Norma del gradiente del funcional en función a la cantidad de itera-

ciones. Fuente: Elaboración Propia.

4.3.3. Cantidad de iteraciones vs cantidad de elementos del dominio es-

pacial

En ésta sección mostramos la relación entre la cantidad de iteraciones del

algoritmo y la cantidad de elementos del dominio espacial. Consideramos los

parámetros r = 10−3, q = 1, s = 10 y ε = 10−3 constantes, como ası́ también
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la cantidad de elementos del dominio temporal (l̂ = 16 y k̂ = 16) y la tolerancia

utilizada para definir el criterio de parada tol = 10−9.

Tabla 4.8: Cantidad de iteraciones vs cantidad de elementos del dominio espa-

cial

q̂ 25 81 289

Iter. 53 48 42

|gi| 1, 5 10−2 4, 7 10−3 4, 4 10−3

Fuente: Elaboración Propia.

4.3.4. Escalabilidad débil

En ésta sección mostramos los resultados numéricos correspondientes a la

escalabilidad del algoritmo paralelo. Un algoritmo paralelo es escalable cuando

al aumentar la cantidad de procesadores k̂ la cantidad de iteraciones no varia

significativamente.

Tabla 4.9: Escalabilidad débil l̂ = 4.

k̂ 4 8 16 32 64

Iter. 35 37 42 44 39

Fuente: Elaboración Propia.
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CONTROL DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABÓLICAS
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4.3.5. Escalabilidad Fuerte

En ésta sección mostramos los resultados numéricos correspondientes a la

evaluación de la escalabilidad fuerte del algoritmo paralelo.

Tabla 4.10: Escalabilidad Fuerte.

k̂ 4 8 16 32 64

l̂ 64 32 16 8 4

Iter. 39 39 42 41 38

Fuente: Elaboración Propia.

Juan Fleitas
79

Diego Stalder



Universidad Nacional de Asunción
Trabajo Final de Grado
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CAPÍTULO 5

CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

5.1. Conclusión

En el presente trabajo se implementan dos algoritmos para resolver proble-

mas de control óptimo que involucran ecuaciones diferenciales parciales parabóli-

cas. El primero se basa en el Método Gradiente Conjugado y el segundo en el

Gradiente Conjugado Precondicionado, éste último posibilita resolver el problema

en forma paralela.

Los resultados numéricos presentados demuestran que el primer algoritmo

reduce el costo computacional de la resolución del problema de control, con res-

pecto a los métodos directos.

Los parámetros r, q y s modifican la respuesta del sistema:

Una relación q/r grande hace que el controlador lleve el estado, al estado

deseado más rápidamente, sin importar el esfuerzo de control. La cantidad

de iteraciones de los algoritmos varı́an de manera directamente propor-

cional a ésta relación.

La relación s/r modifica la diferencia entre la temperatura en el tiempo final

y la temperatura de referencia. Ésta relación también influye en la cantidad
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de iteraciones necesarias para llegar a la convergencia, de ambos algorit-

mos

Si las relaciones entre s/r o q/r son muy elevados el algoritmo puede pre-

sentar problemas de convergencia.

En el segundo algoritmo:

Al incrementar la cantidad de procesadores pero manteniendo constante

el tamaño de la malla fina, el numero de iteraciones se mantiene aproxi-

madamente constante. Esto significa que estamos resolviendo con mayor

precisión el problema.

Al incrementar la cantidad de procesadores y en la misma razón disminuir

el tamaño de la malla fina, el numero de iteraciones también se mantiene

aproximadamente constante. Esto significa que podemos disminuir el tiem-

po de cálculo incrementando la cantidad de procesadores.

Los experimentos numéricos permiten detectar que el factor de penalización

modifica el condicionamiento del problema, consecuentemente se debe re-

alizar un ajuste cuidadoso para minimizar la cantidad de iteraciones y tener

una solución equivalente a la del primer algoritmo.

El incremento de la cantidad de elementos del dominio espacial disminuye la

cantidad de iteraciones de los algoritmos mencionados.
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5.1.1. Trabajos Futuros

Aplicar el algoritmo a otros problemas de la ciencias e ingenierı́a.

Utilizar el algoritmo Parareal como precondicionador para métodos itera-

tivos aplicados a sistemas nolineales.

Analizar las causas de las oscilaciones del algoritmo paralelo.

Implementar el algoritmo en una plataforma computacional distribuida.
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APÉNDICE A

APÉNDICE: PROBLEMA DE CONTROL

A.1. Condiciones de optimalidad KKT del Lagrangiano

La ecuación (2.8) es la condición de optimalidad de KKT:

δL =
∂L
∂v

∣∣∣∣
(z∗,v∗)

δv +
∂L
∂p

∣∣∣∣
(z∗,v∗)

δp+
∂L
∂z

∣∣∣∣
(z∗,v∗)

δz +
∂L
∂η

o

∣∣∣∣∣
(z∗,v∗)

δη
o

= 0.

Como las variaciones respecto a cada variable no son nulas, significa que

para hacer δL = 0, se debe cumplir que:

∂L
∂p

∣∣∣∣
(z∗,v∗)

= 0,
∂L
∂z

∣∣∣∣
(z∗,v∗)

= 0,
∂L
∂v

∣∣∣∣
(z∗,v∗)

= 0,
∂L
∂η

0

∣∣∣∣∣
(z∗,v∗)

= 0. (A.1)

Primeramente re-escribimos el Lagrangiano definido en (2.7):

L(z, v, p, η
o
) = Jh(z, v) +

∫ tf

to

pT (ż − f(z, v, t)) dt+ ηT
0

(z(to)− zho ), (A.2)

A continuación calculamos cada una de las derivadas de las expresiones

(A.1), mediante la derivada de Gâteaux (definición 2.1).

Cálculo de ∂L
∂p

:

DL
Dp

= ĺım
ε→0

(L(p+ ε φ, z, v, η
o
)− L(p, z, v, η

o
)

ε

)
=
dL(p+ ε φ, z, v, η

o
)

dε

∣∣∣∣
ε=0

.(A.3)
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Utilizando la definición del Lagrangiano (A.2), (A.3) toma la siguiente forma:

DL
Dp

=
dJh(z, v) +

∫ tf
to

(
p+ ε φ

)T
(ż − f(z, v, t)) dt+ ηT

0
(z(to)− zho )

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

,

=
dJh(z, v)

dε

∣∣∣∣
ε=0

+
d
∫ tf
to

(
p+ ε φ

)T
(ż − f(z, v, t)) dt

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

+
d ηT

0
(z(to)− zho )

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

, (A.4)

luego dJh(z,v)
dε

∣∣∣
ε=0

y
dηT

0
(z(to)−zho )

dε

∣∣∣
ε=0

son nulos porque no dependen de ε. Conse-

cuentemente (A.4) queda:

DL
Dp

=
d
∫ tf
to

(
p+ ε φ

)T
(ż − f(z, v, t)) dt

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

,

=
d
∫ tf
to
pT (ż − f(z, v, t)) dt

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

+
d
∫ tf
to
ε (φ)T (ż − f(z, v, t)) dt

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

,(A.5)

donde la expresión
d
∫ tf
to (p)

T
(ż−f(z,v,t)) dt

dε

∣∣∣∣
ε=0

también es nula porque no depende

de ε, es decir (A.5) queda:

DL
Dp

=

∫ tf

to

φT (ż − f(z, v, t)) dt

∣∣∣∣
ε=0

,

=

∫ tf

to

φT (ż − f(z, v, t)) dt,

=

∫ tf

to

(ż − f(z, v, t))T φ dt,

= (ż − f(z, v, t), φ) , (A.6)

luego, aplicamos la condición de optimalidad ∂L
∂p

∣∣∣
(z∗,v∗)

= 0 a la ecuación (A.6), y

tenemos:

∂L
∂p

∣∣∣∣
(z∗,v∗)

= ż − f(z, v, t)|(z∗,v∗) = 0, ∀φ 6= 0. (A.7)
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Cálculo de ∂L
∂z

:

DL
Dz

= ĺım
ε→0

(L(p, z + ε φ, v, η
o
)− L(p, z, v, η

o
)

ε

)
=
dL(p, z + ε φ, v, η

o
)

dε

∣∣∣∣
ε=0

.(A.8)

Utilizando la definición del Lagrangiano (A.2) y procediendo de la misma manera

como hicimos al calcular ∂L
∂p

, (A.8) toma la forma siguiente:

DL
Dz

=
d
(
Jh(z + εφ, v) +

∫ tf
to
pT (d(z+εφ)

dt − f(z + εφ, v, t)) dt)
)

dε

∣∣∣∣∣∣
ε=0

+
d
(
ηT

0
(z(to)− zho )

)
dε

∣∣∣∣∣∣
ε=0

,

DL
Dz

=
dJh((z + ε φ, v)

dε

∣∣∣∣
ε=0

+
d
∫ tf
to
pT
(
d(z+ε φ)

dt − f(z + ε φ, v, t)
)
dt

dε

∣∣∣∣∣∣
ε=0

. (A.9)

Luego, si expandimos en series de Taylor los términos de (A.9), el primer término

es igual a:

Jh(z + ε φ, v) = Jh(z, v) +

(
∂Jh
∂z

∣∣∣∣
(z,v)

)T

ε φ+O(ε2), (A.10)

derivando tenemos:

dJh((z + ε φ, v)

dε

∣∣∣∣
ε=0

=

(
∂Jh
∂z

∣∣∣∣
(z,v)

)T

φ. (A.11)

El segundo término de (A.9) es igual a:

∫ tf

to

pT
(
d(z + ε φ)

dt
− f(z + ε φ, v, t)

)
dt =

∫ tf

to

pT (ż − f(z, v, t)) dt

+

∂
(∫ tf

to
pT (ż − f(z, v, t)) dt

)
∂z

∣∣∣∣∣∣
(z,v)


T

εφ+O(ε2), (A.12)
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derivando tenemos:

d
∫ tf
to
pT
(
d(z+ε φ)

dt
− f(z + ε φ, v, t)

)
dt

dε

∣∣∣∣∣∣
ε=0

=

 ∂
(∫ tf

to
pT ż dt

)
∂z

∣∣∣∣∣∣
(z,v)


T

φ

−

 ∂
(∫ tf

to
pT f(z, v, t) dt

)
∂z

∣∣∣∣∣∣
(z,v)


T

φ, (A.13)

Luego si reemplazamos (A.11) y (A.13) en (A.9) tenemos:

DL
Dz

=

(
∂Jh
∂z

∣∣∣∣
(z,v)

)T

φ+

∂
(∫ tf

to
pT (ż − f(z, v, t)) dt

)
∂z

∣∣∣∣∣∣
(z,v)


T

φ, (A.14)

y aplicando la condición de optimalidad ∂L
∂z

∣∣∣
(z∗,u∗)

= 0 a la ecuación (A.14), tene-

mos:

∂L
∂z

∣∣∣∣
(z∗,u∗)

=

(
∂Jh
∂z

∣∣∣∣
(z∗,v∗)

)
+

(
∂

(∫ tf
to

pT (ż−f(z,v,t)) dt

)
∂z

∣∣∣∣
(z∗,v∗)

)∣∣∣∣∣
(z∗,u∗)

= 0.

(A.15)

A la ecuación (A.15) se le denomina problema adjunto.

Cálculo de ∂L
∂v

:

DL
Dv

= ĺım
ε→0

(L(p, z, v + ε φ, η
o
)− L(p, z, v, η

o
)

ε

)
=

dL(p, z, v + ε φ, η
o
)

dε

∣∣∣∣
ε=0

. (A.16)

Utilizando la definición del Lagrangiano (A.2), expandiendo en series de Taylor los

términos de (A.16) y procediendo de la misma manera como hicimos al calcular
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∂L
∂z

, (A.16) toma la siguiente forma:

DL
Dv

=
d
(
Jh(z, v + ε φ) +

∫ tf
to
pT (ż − f(z, v + ε φ, t)) dt+ ηT

0
(z(to)− zho )

)
dε

∣∣∣∣∣∣
ε=0

,

=
dJh((z, v + ε φ)

dε

∣∣∣∣
ε=0

+
d
∫ tf
to
pT (ż − f(z, v + ε φ, t)) dt

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

.

=

(
∂Jh
∂v

∣∣∣∣
(z,v)

)T

φ+

 ∂
(∫ tf

to
pT (ż − f(z, v, t)) dt

)
∂v

∣∣∣∣∣∣
(z,v)


T

φ. (A.17)

La ecuación (A.16) se obtiene con el mismo razonamiento realizado para obtener

el problema adjunto, y aplicando la condición de optimalidad ∂L
∂v

∣∣∣
(z∗,v∗)

= 0 a la

ecuación (A.16), tenemos:

∂L
∂v

∣∣∣∣
(z∗,v∗)

=

(
∂Jh
∂v

∣∣∣∣
(z∗,v∗)

)
+

 ∂
(∫ tf

to
pT (ż − f(z, v, t)) dt

)
∂v

∣∣∣∣∣∣
(z∗,v∗)

 = 0.(A.18)

A la ecuación (A.18) se le denomina condición de Euler.

Cálculo de ∂L
∂η

0

:

DL
Dη

0

= ĺım
ε→0

(L(p, z, v, η
o

+ ε φ)− L(p, z, v, η
o
)

ε

)
=
dL(p, z, v, η

o
+ ε φ)

dε

∣∣∣∣
ε=0

.(A.19)

Utilizando la definición del Lagrangiano (A.2), (A.19) toma la siguiente forma:

DL
Dη

0

=
dJh(z, v) +

(∫ tf
to

(
p+ ε φ

)T
(ż − f(z, v, t)) dt

)
dε

∣∣∣∣∣∣
ε=0

+
d
(

(η
0

+ ε φ)T (z(to)− zho )
)

dε

∣∣∣∣∣∣
ε=0

.

DL
Dη

0

= φT (z(to)− zho ) = (z(to)− zho )T φ. (A.20)

Luego aplicando la condición de optimalidad ∂L
∂η

0

∣∣∣
(z∗,v∗)

= (z(to) − zho ) = 0 ∀φ,
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esto es equivalente a:

z(to) = zho , (A.21)

A.1.1. Ecuaciones de estado Lineales

Al considerar que la planta está modelada por ecuaciones de estado lineales

el problema control óptimo toma la siguiente forma:

PROBLEMA P1, (Planta Lineal)

minimizar Jh(z(v), v) = 1
2

∫ tf
to

(
r‖v(t)‖2

Rh
+ q‖(z − ỹ)(t)‖2

Mh

)
dt

+1
2
s‖z(tf )− ỹ(tf )‖2

Mh
,

sujeto a
{
Mhż = Ahz +Bhv + ch, para to ≤ t ≤ tf , z(to) = zho ,

Luego re-escribimos el Lagrangiano (2.7) de siguiente manera, teniendo en cuen-

ta las restricciones lineales (2.13).:

L(z, v, p, η
o
) = Jh(z, v) +

∫ tf

to

pT (Mhż − Ahz −Bhv − ch) dt

+ηT
0

(z(to)− zho ), (A.22)

A continuación se muestran los pasos para calcular cada una de las condi-

ciones de optimalidad (A.1).

Ecuaciones de estado

Primeramente calculamos ∂L
∂p

:

DL
Dp

= ĺım
ε→0

(L(p+ ε φ, z, v, η
o
)− L(p, z, v, η

o
)

ε

)
=
dL(p+ ε φ, z, v, η

o
)

dε

∣∣∣∣
ε=0

,

(A.23)
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Utilizando la definición (A.22) y procediendo de manera análoga como hicimos

para obtener (A.5), tenemos:

DL
Dp

=
dJh(z, v) +

∫ tf
to

(
p+ ε φ

)T
(Mhż − Ahz −Bhv − ch) dt
dε

∣∣∣∣∣
ε=0

+
d
(
ηT

0
(z(to)− zho )

)
dε

∣∣∣∣∣∣
ε=0

,

=

∫ tf

to

φT (Mhż − Ahz −Bhv − ch)dt,

DL
Dp

=

∫ tf

to

(Mhż − Ahz −Bhv − ch)Tφ dt, (A.24)

luego, aplicando la condición de optimalidad ∂L
∂p

∣∣∣
(z∗,v∗)

= 0 a la ecuación (A.24)

tenemos:

∂L
∂p

∣∣∣∣
(z∗,v∗)

= 0

⇒ (Mhż − Ahz −Bhv − ch)|(z∗,v∗) = 0, para to ≤ t ≤ tf . (A.25)

Problema adjunto:

Primeramente calculamos de ∂L
∂z

:

DL
Dz

= ĺım
ε→0

(L(p, z + ε φ, v, η
o
)− L(p, z, v, η

o
)

ε

)
,

=
dL(p, z + ε φ, v, η

o
)

dε

∣∣∣∣
ε=0

. (A.26)

Utilizando la definición del Lagrangiano (A.22), (A.26) toma la siguiente forma:

DL
Dz

=
dJh((z + ε φ, v)

dε

∣∣∣∣
ε=0

+
d
∫ tf
to
pT
(
Mh

d(z+εφ)
dt
− Ah (z + εφ))

)
dt

dε

∣∣∣∣∣∣
ε=0

+
d
∫ tf
to
pT (−Bhv − ch)) dt

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

. (A.27)
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Utilizando la definición del funcional (A.22) el primer término de la expresión an-

terior (A.27) es equivalente a:

dJh((z + ε φ, v)

dε

∣∣∣∣
ε=0

=
d
(

1
2

∫ tf
to

(
r‖v(t)‖2

Rh
+ q‖(z + ε φ− ỹ)(t)‖2

Mh

)
dt
)

dε

∣∣∣∣∣∣
ε=0

+
d
(

1
2
s‖z(tf ) + ε φ(tf )− ỹ(tf )‖2

Mh

)
dε

∣∣∣∣∣
ε=0

, (A.28)

donde
d 1
2

∫ tf
to

r‖v(t)‖2Rh
dt

dε

∣∣∣∣
ε=0

es nulo porque no depende de ε, entonces A.28 toma

la siguiente forma:

dJh((z + ε φ, v)

dε

∣∣∣∣
ε=0

=
1

2

∫ tf

to

qφTMh(z − ỹ) + q(z − ỹ)TMhφdt

+
1

2
s
(
φ(tf )

TMh

(
z(tf )− ỹ(tf )

))
1

2
s
((
z(tf )− ỹ(tf )

)T
Mhφ(tf )

)
, (A.29)

(A.30)

además teniendo en cuenta que φTMh(z − ỹ) = (z − ỹ)TMhφ y

φ(tf )
TMh(z(tf )− ỹ(tf )) = (z(tf )− ỹ(tf ))

TMhφ(tf ), (A.29) se puede expresar como

sigue:

dJh((z + ε φ, v)

dε

∣∣∣∣
ε=0

=

∫ tf

to

qφTMh(z − ỹ)dt+ s
(
φ(tf )

TMh

(
z(tf )− ỹ(tf )

))
,

(A.31)

El segundo término y el tercer término de (A.27) pueden ser simplificados te-

niendo en cuenta que los términos que no dependen de ε son nulos, entonces
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Facultad de Ingenierı́a
Ingenierı́a Electrónica

tenemos:

d
∫ tf
to
pT
(
Mh

d(z+εφ)
dt
− Ah (z + εφ)−Bhv − ch)

)
dt

dε

∣∣∣∣∣∣
ε=0

=

d
∫ tf
to
pT
(
Mh

d(z+εφ)
dt
− Ah (z + εφ)

)
dt

dε

∣∣∣∣∣∣
ε=0

, (A.32)

donde el primer término de ésta expresión puede ser simplificado integrando por

partes:

∫ tf

to

pTMh
d (z + εφ)

dt
dt = −

∫ tf

to

ṗTMh (z + εφ)dt+ pT (tf )Mh (z + εφ) (tf )

−pT (to)Mh (z + εφ) (to), (A.33)

derivando (A.33) con respecto a ε y luego evaluando en ε = 0 tenemos:

d
∫ tf
to
pTMh

d(z+εφ)
dt

dt

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

= −
d
∫ tf
to
ṗTMh (z + εφ)dt

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

+
dpT (tf )Mh (z + εφ) (tf )

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

−
dpT (to)Mh (z + εφ) (to)

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

,

d
∫ tf
to
pTMh

d(z+εφ)
dt

dt

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

= −
∫ tf

to

ṗTMhφdt+ pT (tf )Mhφ(tf )

−pT (to)Mhφ(to), (A.34)

además como φ(to) = 0,

d
∫ tf
to
pTMh

d(z+εφ)
dt

dt

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

= −
∫ tf

to

ṗTMhφdt+ pT (tf )Mhφ(tf ), (A.35)
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y reemplazando (A.35) en (A.32) tenemos:

d
∫ tf
to
pT
(
Mh

d(z+εφ)
dt
− Ah (z + εφ)−Bhv − ch)

)
dt

dε

∣∣∣∣∣∣
ε=0

=

−
∫ tf

to

(ṗTMh + pTAh)φ dt+ pT (tf )Mhφ(tf ). (A.36)

Teniendo en cuenta que (ṗTMh + pTAh)φ = (φ)T (Mhṗ+ Ahp) y

pT (tf )Mhφ(tf ) = (φ(tf ))
TMhp(tf ), (A.36) se puede expresar como sigue:

d
∫ tf
to
pT
(
Mh

d(z+εφ)
dt
− Ah (z + εφ)−Bhv − ch)

)
dt

dε

∣∣∣∣∣∣
ε=0

=

−
∫ tf

to

(φ)T (Mhṗ+ Ahp) dt+ (φ(tf ))
TMhp(tf ). (A.37)

Finalmente reemplazamos(A.31) y (A.37) en (A.27):

DL
Dz

=

∫ tf

to

(φ)T (−Mhṗ− Ahp+ qMh(z − ỹ)) dt+

+(φ(tf ))
T
(
Mhp(tf ) +Mhs(z(tf )− ỹ(tf ))

)
, (A.38)

luego aplicamos la condición de optimalidad ∂L
∂z

∣∣∣
(z∗,u∗)

= 0 a la ecuación (A.38), y

tenemos:

MT
h ṗ
∗ = −AThp∗ + qMh

(
z∗ − ỹ

)
, para to ≤ t ≤ tf ,

MT
h p
∗(tf ) = −sMh

(
z∗(tf )− ỹ(tf )

)
. (A.39)

Nótese que si Mh y Ah son simétricas el problema adjunto se resume a:

Mhṗ
∗ = −Ahp∗ + qMh

(
z∗ − ỹ

)
, para to ≤ t ≤ tf ,

p∗(tf ) = −s
(
z∗(tf )− ỹ(tf )

)
. (A.40)
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Condición de Euler

A continuación obtenemos la condición de optimalidad (A.18) que se denomi-

na condición de Euler para la planta lineal (2.13). Entonces primeramente calcu-

lamos ∂L
∂v

:

DL
Dv

= ĺım
ε→0

(L(p, z, v + ε φ, η
o
)− L(p, z, v, η

o
)

ε

)
,

=
dL(p, z, v + ε φ, η

o
)

dε

∣∣∣∣
ε=0

. (A.41)

Utilizando la definición del Lagrangiano (A.22), (A.41) toma la siguiente forma:

DL
Dv

=
d
(
Jh(z, v + εφ) +

∫ tf
to
pT (Mhż − Ahz −Bh (v + εφ)− ch) dt

)
dε

∣∣∣∣∣∣
ε=0

+
d
(
ηT

0
(z(to)− zho )

)
dε

∣∣∣∣∣∣
ε=0

, (A.42)

y eliminando los términos que no dependen de ε tenemos:

DL
Dv

=
dJh(z, (v + εφ))

dε

∣∣∣∣
ε=0

−
∫ tf

to

pT Bhφ dt, (A.43)

además teniendo en cuenta que pT Bhφ = φT Bhp, (A.43) se puede expresar

como sigue:

DL
Dv

=
dJh(z, (v + εφ))

dε

∣∣∣∣
ε=0

−
∫ tf

to

φT Bhp dt. (A.44)

Utilizando la definición del funcional (A.22) el primer término de ésta expresión
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puede ser simplificado como sigue:

dJh(z, (v + ε φ))

dε

∣∣∣∣
ε=0

=
d1

2

∫ tf
to
r‖v + ε φ‖2

Rh
+ q‖(z − ỹ)(t)‖2

Mh
dt

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

+

+
d1

2
s‖z(tf )− ỹ(tf )‖2

Mh

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

,

dJh(z, (v + ε φ))

dε

∣∣∣∣
ε=0

=
1

2

∫ tf

to

(
rφTRhv + rvTRhφ

)
dt (A.45)

donde los términos
d 1
2

∫ tf
to

q‖(z−ỹ)(t)‖2Mh
dt

dε

∣∣∣∣
ε=0

y
d 1
2
s‖z(tf )−ỹ(tf )‖2Mh

dε

∣∣∣∣
ε=0

son nulos porque

no dependen de ε. Además teniendo en cuenta que φTRhv = vTRhφ , (A.45) se

puede expresar como sigue:

dJh(z, v + ε φ)

dε

∣∣∣∣
ε=0

=

∫ tf

to

rφTRhvdt. (A.46)

Finalmente reemplazando (A.46) en (A.44):

DL
Dv

=

∫ tf

to

φT
(
rRhv −BT

h p
)
dt, (A.47)

Luego aplicamos la condición de optimalidad ∂L
∂v

∣∣∣
(z∗,u∗)

= 0 a la ecuación (A.47),

tenemos:

∂L
∂v

∣∣∣∣
(z∗,v∗)

=
(
rRhv −BT

h p
)∣∣

(z∗,v∗)
= 0 (A.48)

La condición de optimalidad ∂L
∂η

0

∣∣∣
(z∗,v∗)

= (z(to) − zho ) = 0 ∀φ, es equivalente

a la obtenida en la sección anterior en (A.21):

z(to) = zho , (A.49)
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A.2. Apéndice: Método de solución del problema de control óptimo

A.2.1. Gradiente conjugado para un problema cuadrático

La idea de conjugar las direcciones de búsqueda es motivada por el deseo de

acelerar la convergencia del método de máximo descenso (las direcciones con-

trarias al gradiente del funcional) y evitando el alto costo computacional asociado

al método de Newton (la dirección es la inversa del Hessiano por el gradiente

del funcional). El método Gradiente conjugado es utilizado para minimizar fun-

cionales de tipo cuadráticos, los cuales pueden ser escritos como sigue:

minimizarJ =
1

2
xTHx− bTx, (A.50)

donde H ∈ Rn×n(Definida positiva), x, b ∈ Rn. Nótese que el problema de mini-

mización tiene solución única y equivalente a la solución de la ecuación lineal:

Hx = b. (A.51)

Dado x0 un punto inicial arbitrario, podemos obtener un mejor valor de xi+1, es

decir: J (xi+1) < J (xi) < J (x0), lo cual logramos con el siguiente esquema de

corrección:

xi+1 = xi + αidi, (A.52)
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donde αi se determina de tal manera que tengamos un máximo descenso en la

dirección di, es decir:

dJ (xi+1)

dαi
= 0,

=
dJ (xi + αidi)

dαi
,

= ∇J T (xi+1)di (A.53)

donde ∇J (xi+1) = Hxi+1 − b, la condición (A.53) puede expresarse como:

∇J T (xi+1)di = (H(xi + αidi)− b)Tdi = 0,

(Hxi − b)Tdi + αi(Hdi)Tdi = 0,

∇J T (xi)di + αi(Hdi)Tdi = 0, (A.54)

luego:

αi = −∇J
T (xi)di

(di)THdi
(A.55)

A continuación presentamos un teorema que es necesario para construir el

conjunto de direcciones de búsqueda:

Teorema A.1 (Vectores conjugados respecto a A). Si A ∈ Rn×n es definida po-

sitiva y tenemos un conjunto de n vectores conjugados respecto a A, entonces

éstos vectores son linealmente independientes.

Demostración. Supongamos que los vectores di, i = 0, 1, · · · , n son linealmente

dependientes, entonces existen ai, i = 0, 1, · · · , n tales que:
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a0d0 + a1d1 + · · ·+ andn = 0

Multiplicando por A y tomando el producto interno con cada di, tenemos:

ai
(
di, Adi

)
= 0, i = 0, 1, · · · , n

Como la matriz A es definida positiva,
(
di, Adi

)
> 0, tenemos

ai = 0 ∀ i = 0, 1, · · · , n.

Por lo tanto los n vectores conjugados son linealmente independientes.

Utilizando la matriz H del problema (A.50) podemos definir n vectores conju-

gados respecto a H. Nótese que ∇2J = H, es decir H es la matriz Hessiana del

funcional (A.50). El teorema A.1 permite afirmar que éstos n vectores son lineal-

mente independientes, este hecho hace que cada xi+1 pueda expresarse como

la combinación lineal de las direcciones de búsqueda y el vector inicial arbitrario

x0, es decir:

xi+1 = x0 +
i∑

j=0

αjdj. (A.56)

Como cada xi+1 se obtiene aplicando la condición de máximo descenso (A.53)

tenemos:

dJ (xi+1)

dαi
= ∇J T (xi+1)di = 0, ∀i = 0, 1, · · · , n, (A.57)

por otro lado:

∇J T (xn+1)di = (Hxn+1 − b)Tdi, ∀i = 0, 1, · · · , n, (A.58)
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además de (A.56) tenemos:

xn+1 = xi+1 +
n∑

j=i+1

αjdj, ∀i = 0, 1, · · · , n− 1, (A.59)

reemplazando (A.59) en (A.58) tenemos:

∇J T (xn+1)di = (xi+1 +
n∑

j=i+1

αjdj)THdi − bTdi, ∀i = 0, 1, · · · , n− 1, (A.60)

además como los vectores di son H-ortogonales y utilizando la ecuación (A.57)

tenemos:

∇J T (xn+1)di = ∇J T (xi+1)di = 0, ∀i = 0, 1, · · · , n, (A.61)

con esta expresión podemos concluir que el gradiente del funcional en la itera-

ción i+ 1 es ortogonal al espacio generado por las i direcciones anteriores.

Además (A.61) es equivalente a:

dJ (x0 +
n∑
i=0

αidi)

dαi
= 0, ∀i = 0, 1, · · · , n. (A.62)

Esto significa que xn+1 minimiza el funcional (A.50) en el espacio vectorial

generado por las d0, d2, · · · , dn y x0. Nótese que el espacio generado por las n

direcciones de búsqueda es Rn, consecuentemente J (xn+1) es mı́nimo en Rn, lo

cual implica que xn+1 es la solución óptima.

Entonces el esquema de corrección de los valores xi para el Método del gra-

diente conjugado se resume en el siguiente esquema iterativo:
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Algorithm 1: Corrección de los xi para el CG
Dado : xi, ∇J (xi) 6= 0

1 Calcular αi = −∇J
T (xi)di

(di)THdi
;

2 xi+1 = xi + αidi;

En la siguiente sección veremos como aplicar el procedimiento de ortogonali-

zación de Gram-Schmidt para generar las direcciones de búsqueda conjugadas.

A.2.2. Generación de direcciones conjugadas

Dado un conjunto de n vectores linealmente independientes {ξ0, ξ1 · · · , ξn},

y una matriz A ∈ Rn×n definida positiva podemos construir un conjunto de direc-

ciones conjugadas {d0, d1, · · · , dn}, respecto a A usando un procedimiento de

ortogonalización de Gram-Schmidt. Éste procedimiento garantiza que el espacio

generado por los vectores ξi sea el mismo espacio generado por los vectores di

para i = 0, 1, · · · , n [27].

El primer paso del proceso de ortogonalización consiste en seleccionar la

dirección inicial:

d0 = ξ0, (A.63)

luego, supongamos ya hemos seleccionado i < n vectores A-ortogonales,

{d0, d1, · · · , di}.

El esquema de selección de la siguiente dirección de búsqueda di+1 es de la
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forma:

di+1 = ξi+1 +
i∑

m=0

c(i+1)mdm, (A.64)

donde c(i+1)m son escalares que serán obtenidos a continuación. Para que la

dirección di+1 sea A-ortogonal a las direcciones anteriores, tenemos que:

(di+1)TAdj = (ξi+1)TAdj +

(
i∑

m=0

c(i+1)mdm

)T

Adj = 0, ∀j = 0, 1, · · · , i.(A.65)

Como los vectores {d0, d1, · · · , di} ya son A-ortogonales, es decir:

(dm)TAdj = 0 si m 6= j, (A.66)

y reemplazando las ecuaciones (A.66) en (A.65) tenemos los escalares:

c(i+1)j = − ξi+1Adj

(dj)TAdj
, ∀j = 0, 1, · · · , i, (A.67)

notemos que (dj)TAdj 6= 0 ∀j = 0, 1, · · · , i. Además la dirección di+1 6= 0

porque la ecuación (A.64) serı́a una combinación lineal de los vectores

{ξ0, ξ1 · · · , ξn},

lo cual no es posible porque los vectores ξi son linealmente independientes.

Entonces, el procedimiento de ortogonalización de Gram-Schmidt se resume

en el siguiente algoritmo:
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Algorithm 2: Proceso de Ortogonalización de Gram-Schmidt
Punto de partida: d0 = ξ0

1 i = 0;

2 repeat

3 di+1 = ξi+1 +
i∑

m=0

− ξi+1Adm

(dm)TAdm
dm,;

4 i=i+1;

5 until i = n;

Es importante notar que si los vectores {ξ0, ξ1 · · · , ξi} son linealmente in-

dependientes y el vector ξi+1 es linealmente dependiente a éstos, el algoritmo

(2) aún es valido, pero la nueva dirección di+1 dada será cero. Ésta propiedad

podemos utilizar para construir el conjunto de direcciones conjugadas, sin im-

portar que los vectores {ξ0, ξ1 · · · , ξk} sean linealmente independientes. Ésta

construcción realizamos mediante una leve modificación del algoritmo (2), donde

cada di+1 es obtenida en el paso 3. Si ésta nueva dirección es cero, no es adheri-

da al conjunto {d0, d1, · · · , di} de direcciones conjugadas previamente obtenidas

[27].

Para obtener las direcciones de búsqueda del método del Gradiente Conju-

gado, utilizamos en procedimiento de Gram-Schmidt, donde construimos las di-

recciones de búsqueda conjugadas a partir de la dirección contraria al gradiente

del funcional en cada iteración gi = ∇J (xi), es decir hacemos:

ξi = −gi, ∀i = 0, 1, · · · , n, (A.68)
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note que en el caso del funcional (A.50) −gi = b−Hxi.

Entonces las direcciones son dadas por:

d0 = −g0,

di+1 = −gi+1 +
i∑

m=0

(gi+1)THdm

(dm)THdm
dm. (A.69)

Podemos ver que:

gm+1 = Hxm+1 − b,

= H(xm + αmdm)− b,

= Hxm − b+ αmHdm,

= gm + αmHdm, (A.70)

multiplicando por gi+1 tenemos:

(gi+1)Tgm+1 = (gi+1)T (gm + αmHdm),

(gi+1)THdm =
(gi+1)Tgm+1 − (gi+1)Tgm

αm
. (A.71)

Como en la ecuación (A.61) se concluyó que gi+1 es ortogonal al espacio

generado por {d1, d2, · · · , di}. Además notemos que, debido al esquema de ob-

tención de las direcciones de búsqueda (A.69), gi pertenece al espacio generado

por {d1, d2, · · · , di}. En consecuencia gi+1 es ortogonal a gi y la ecuación (A.71)

queda:

(gi+1)THdm =


0 ∀m = 0, 1, · · · , i− 1;

(gi+1)T gi+1

αi m = i;

(A.72)
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Entonces los términos de la sumatoria de (A.69) son iguales a cero, excepto para

m = i, por lo tanto:

d0 = −g0,

di+1 = −gi+1 + βidi, (A.73)

donde

βi =
(gi+1)THdi

(di)THdi
. (A.74)

Nótese que para generar la nueva dirección de búsqueda, ya no se necesi-

tan todas las direcciones anteriores, como en el caso del algoritmo (2). Lo cual

implica menos costo computacional.

Una forma alternativa de calcular el valor del escalar βi será obtenida a con-

tinuación. Primeramente reemplazamos (A.72) en (A.74):

βi =
(gi+1)Tgi+1

αi(di)THdi
, (A.75)

Por otro lado si multiplicamos la ecuación (A.70) por di tenemos:

(di)Tgi+1 = (di)T (gi + αiHdi),

αi(di)THdi = (di)T (gi+1 − gi),

αi(di)THdi = −(di)T (gi), (A.76)

donde hemos utilizado la ecuación (A.61) para simplificar la expresión. Además
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si reemplazamos la ecuación (A.73) en (A.76) tenemos:

αi(di)THdi = −(−gi + βi−1di−1)T (gi),

= (gi)T (gi). (A.77)

Finalmente reemplazando (A.77) en (A.75) obtenemos la formula conocida como

de Fletcher Reeves:

βi =
(gi+1)Tgi+1

(gi)Tgi
. (A.78)

Entonces el algoritmo utilizado por el Método Gradiente Conjugado para ob-

tener las direcciones de búsqueda conjugadas se resume a continuación:

Algorithm 3: Generación de direcciones conjugadas para el CG
Punto de partida: d0 = g0

1 i = 0;

2 repeat

3 di+1 = gi+1 +
(gi+1)Tgi+1

(gi)Tgi
di,;

4 i=i+1;

5 until i = n;
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A.2.3. Cálculo del incremento para la función de control

El valor αi debe estar dado de manera que el gradiente del funcional en k + 1

sea mı́nimo, para lo cual se debe cumplir que
d(Jh|zi+1,vi+1)

dαi = 0. A continuación

para obtener el valor de αi, utilizamos la solución analı́tica de la ecuación de

estado (2.13), que es:

z = e−M
−1
h Ah(t−to) zh0 +

∫ t

to

e−M
−1
h Ah(t−τ)M−1

h (Bhv + ch)dτ,

z = Z(zh0 , v
i+1, ch) (A.79)

donde e−M
−1
h Aht ∈ Rq̂×q̂ × [to, tf ] es la solución homogénea del sistema de ecua-

ciones diferenciales ordinarias. En las siguientes ecuaciones utilizaremos z(z0, v, ch)

para referirnos a (A.79). Luego, si:

zi+1 = Z(zh0 , v
i+1, ch), (A.80)

donde vi+1 = vi + αidi

zi+1 = Z(zh0 , v
i + αidi, ch) (A.81)

Primeramente evaluamos el funcional en vi+1 y zi+1

Jh|zi+1,vi+1 =
1

2

∫ tf

to

(
r‖vi+1‖2

Rh
+ q‖zi+1 − ỹ(t)‖2

Mh

)
dt

+
s

2
‖zi+1(tf )− ỹ(tf )‖2

Mh
, (A.82)

luego reemplazamos (A.81) en (A.82) tenemos Jh|zi+1,vi+1

Jh|zi+1,vi+1 =
1

2

∫ tf

to

(
r‖vi + αidi‖2

Rh
+ q‖Z(zh0 , v

i + αidi, ch)− ỹ‖2
Mh

)
dt

+
s

2
‖Z(zh0 , v

i + αidi, ch)(tf )− ỹ(tf )‖2
Mh

(A.83)

Juan Fleitas
105

Diego Stalder



Universidad Nacional de Asunción
Trabajo Final de Grado
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Derivando (A.83) respecto de αi, tenemos:

d Jh|zi+1,vi+1

dαi
=

∫ tf

to

1

2
r
(
vi + αidi

)T
Rh d

i +
1

2
r (di)TRh

(
vi + αidi

)
dt

+

∫ tf

to

1

2
q
(
Z(zh0 , v

i + αidi, ch)− ỹ
)T

Mh

(
Z(0, di, 0)

)
dt

+

∫ tf

to

1

2
q
(
Z(0, di, 0)

)T
Mh

(
Z(zh0 , v

i + αidi, ch)− ỹ
)
dt

+
1

2
s
(
Z(zh0 , v

i + αidi, ch)(tf )− ỹ(tf )
)T
Mh

(
Z(0, di, 0)(tf )

)
+

1

2
s
(
Z(0, di, 0)(tf )

)T
Mh

(
Z(zh0 , v

i + αidi, ch)(tf )− ỹ(tf )
)
,

(A.84)

luego simplificamos la expresión (A.84) utilizando la siguiente propiedad del pro-

ducto de matrices y vectores wTHu = uTHw donde u,w ∈ Rn y

H = HT ∈ Rn × Rn

d Jh|zi+1,vi+1

dαi
=

∫ tf

to

r
(
vi + αidi

)T
Rh d

idt

+

∫ tf

to

q
(
Z(zh0 , v

i + αidi, ch)− ỹ
)T

Mh

(
Z(0, di, 0)

)
dt

+s
(
Z(zh0 , v

i + αidi, ch)(tf )− ỹ(tf )
)T
MhZ(0, di, 0)(tf ),

(A.85)
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y aplicando la propiedad distributiva del producto escalar tenemos:

d Jh|zi+1,vi+1

dαi
=

∫ tf

to

r
(
vi
)T
Rh d

i +
(
αidi

)T
Rh d

idt

+

∫ tf

to

αiq
(
Z(0, di, 0)

)T
Mh

(
Z(0, di, 0)

)
dt

+q

∫ tf

to

(
Z(zh0 , v

i, ch)− ỹ
)T

Mh

(
Z(0, di, 0)

)
dt

+s
(
Z(zh0 , v

i, ch)(tf )− ỹ(tf )
)T
Mh

(
Z(0, di, 0)(tf )

)
+αis

(
Z(0, di, 0)(tf )

)T
Mh

(
Z(0, di, 0)(tf )

)
. (A.86)

Finalmente aplicamos la condición de máximo descenso (2.20) y tenemos:

d Jh|zi+1,vi+1

dαi
= αi

(∫ tf

to

r ‖di‖2
Rh

+ q‖Z(0, di, 0)‖Mh

2
dt+ s‖Z(0, di, 0)(tf )‖2

Mh

)
+

∫ tf

to

r (di)T Rh v
i + q

(
Z(zh0 , v

i, ch)− ỹ
)T

MhZ(0, di, 0)dt

+
(
Z(zh0 , v

i, ch)(tf )− ỹ(tf )
)T

MhZ(0, di, 0)(tf ) = 0, (A.87)

de ésta expresión podemos obtener el valor αi como sigue:

αi =

∫ tf
to
r (di)T Rh v

i + q
(
Z(zh0 , v

i, ch)− ỹ
)T

MhZ(0, di, 0)dt∫ tf
to
r ‖dk‖2

Rh
+ q‖Z(0, di, 0)‖2

Mh
dt+ s‖Z(0, di, 0)‖2

Mh

+

s
(
Z(zh0 , v

i, ch)− ỹ
)T

Mh (Z(0, di, 0)
∣∣∣
(tf )∫ tf

to
r ‖dk‖2

Rh
+ q‖Z(0, di, 0)‖2

Mh
dt+ s‖Z(0, di, 0)‖2

Mh

(A.88)

A.2.4. Gradiente del Lagrangiano y del funcional costo

Asumiendo que tenemos una función de control arbitraria vi, podemos obte-

ner el estado de la planta zi resolviendo las ecuaciones de estado (A.25) y con
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las condiciones iniciales (A.49):

Mhż = Ahz +Bhv + ch, para to ≤ t ≤ tf ,

z(to) = zho . (A.89)

Luego podemos obtener el estado adjunto pi resolviendo la ecuación adjunta

(A.39):

MT
h ṗ = −AThp+ qMh

(
z − ỹ

)
, para to ≤ t ≤ tf ,

MT
h p(tf ) = −sMh

(
z(tf )− ỹ(tf )

)
. (A.90)

Consecuentemente las variaciones de primer orden del Lagrangiano (2.7), ∂Lh
∂p

,∂Lh
∂z

y ∂Lh
∂η

0

son nulas como puede verse en (2.10) y (2.11). Entonces la variación total

del Lagrangiano es:

δL =
∂L
∂v
δv (A.91)

A continuación calculamos la derivada total del funcional (2.6) con respecto a

la función de control a partir de vi, zi y pi.

DJh
Dv

∣∣∣∣
zi,vi

=
DJh
Dv

∣∣∣∣
zi,vi

+
DJh
Dz

∣∣∣∣
zi,vi

∂z

∂v

∣∣∣∣
zi,vi

, (A.92)

Como utilizamos el estado adjunto pi, obtenido resolviendo (A.90), esto es

equivalente a decir que cumple (A.15):(
∂Jh
∂z

∣∣∣∣
(z∗,v∗)

)
+

 ∂
(∫ tf

to
pT (ż − f(z, v, t)) dt

)
∂z

∣∣∣∣∣∣
z∗,v∗

 = 0, (A.93)
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Facultad de Ingenierı́a
Ingenierı́a Electrónica

entonces reemplazando (A.93) en (A.92) tenemos

DJh
Dv

∣∣∣∣
zi,vi

=

(
∂Jh
∂v

∣∣∣∣
(z∗,v∗)

)T

φ −

(
∂

(∫ tf
to

pT (ż−f(z,v,t)) dt

)
∂z

∣∣∣∣
z∗,v∗

)T

φ
∂z

∂v

∣∣∣∣
zi,vi

,

(A.94)

luego, asumimos que las ecuaciones de estado son lineales (A.89), entonces

(A.94) toma la forma:

DJh
Dv

∣∣∣∣
zi,vi

=

(
∂Jh
∂z

∣∣∣∣
(z∗,v∗)

)T

φ

−

 ∂
(∫ tf

to
pT (Mhż − Ahz −Bhv − ch) dt

)
∂z

∂z

∂v

∣∣∣∣∣∣
zi,vi

T

φ

(A.95)

Por otro lado, hallando el producto interno del estado adjunto p por las ecua-

ciones de estado tenemos:

∫ tf

to

pT (Mhż − Ahz −Bhv − ch) dt = 0, (A.96)

derivando en forma implı́cita con respecto a v la expresión (A.96) queda como

sigue:

D
(∫ tf

to
pT (Mhż − Ahz −Bhv − ch) dt

)
Dv

=

∂
(∫ tf

to
pT (Mhż − Ahz −Bhv − ch) dt

)T
∂v

φ

+
∂
(∫ tf

to
pT (Mhż − Ahz −Bhv − ch) dt

)T
∂z

∂z

∂v
φ = 0,

(A.97)

Juan Fleitas
109

Diego Stalder



Universidad Nacional de Asunción
Trabajo Final de Grado
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entonces:

∂
(∫ tf

to
pT (Mhż − Ahz −Bhv − ch) dt

)T
∂z

∂z

∂v
φ =

−
∂
(∫ tf

to
pT (Mhż − Ahz −Bhv − ch) dt

)T
∂v

φ, (A.98)

luego reemplazamos (A.98) en (A.95)

DJh
Dv

∣∣∣∣
zi,vi

=

(
∂Jh
∂v

∣∣∣∣
(zi,vi)

)T

φ+

(
∂

(∫ tf
to

pT (Mhż−Ahz−Bhv−ch) dt

)
∂v

∣∣∣∣
zi,vi

)T

φ.

(A.99)

Luego podemos observar que la relación (A.99) es equivalente a (A.17) entonces

podemos usar (A.47) para obtener el gradiente del funcional para el sistema li-

neal:

DJh
Dv

∣∣∣∣
zi,vi

=

(∫ tf

to

φT
(
rRhv −Bhp

)
dt

∣∣∣∣
zi,vi

)
, (A.100)

consecuentemente podemos afirmar que DJh
Dv

∣∣∣
zi,vi

= DL
Dv

∣∣∣
zi,vi

.

Finalmente la derivada del funcional (en el sentido de Gâteaux) con respecto

a la función control puede ser escrita también en términos del producto interno

del gradiente del funcional con la dirección de derivación φ.

DJh
Dv

∣∣∣∣
zi,vi

=

∫ tf

to

∇J T
hvφ dt

∣∣∣∣
zi,vi

=

∫ tf

to

φT∇Jhv dt
∣∣∣∣
zi,vi

, (A.101)

luego, comparando (A.101) con (A.100), obtenemos el gradiente del funcional:

∇Jhv
∣∣
zi,vi

= rRhv −Bhp
∣∣
zi,vi

para to ≤ t ≤ tf , (A.102)

y ∂L
∂v

∣∣∣
zi,vi

= ∇Jhv
∣∣
zi,vi
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En conclusión, el gradiente del funcional lo podemos obtener resolviendo el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:


Mhż

i = Ahz
i +Bhv

i + ch, para to ≤ t ≤ tf ,

z(to) = zho ,
Mhṗ

i = −Ahpi + qMh

(
zi − ỹ

)
, para to ≤ t ≤ tf ,

MT
h p(tf ) = −sMh

(
z(tf )− ỹ(tf )

)
,

∇Jhv
∣∣
zi,vi

= rRhv
i −Bhp

i para to ≤ t ≤ tf ,

(A.103)

A.2.5. Producto de la matriz Hessiana por un vector

Para calcular el incremento de las funciones de control definido por la ecuación

(2.23) necesitamos el producto de la matriz Hessiana del Lagrangiano (2.7) por

la dirección de búsqueda di . Entonces aplicando la definición 2.8 al Lagrangiano

(2.7), tenemos que la matriz Hessiana es igual a:

H := ∇2L = ∇(∇L(z, u, p, ηo)), (A.104)

pero como en la sección anterior mostramos que:

∇L(zi, ui, pi) = ∇J (zi, ui, pi), (A.105)

donde el gradiente del funcional (2.5) esta dado por la solución de la ecuación

(A.103). La matriz Hessiana del funcional de costo (2.5) es igual a la matriz Hes-

siana del Lagrangiano (2.7).

Primeramente consideramos la solución analı́tica de las ecuaciones de esta-

Juan Fleitas
111

Diego Stalder



Universidad Nacional de Asunción
Trabajo Final de Grado
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do y las ecuaciones adjuntas (como en (A.79)):

z = e−M
−1
h Ah(t−to) zh0 +

∫ t

to

e−M
−1
h Ah(t−τ)M−1

h (Bhv + ch)dτ,

z = Z(zh0 , v
i, ch), (A.106)

y

p = eM
−1
h Ah(t−tf ) − s

(
z(tf )− ỹ(tf )

)
+

∫ t

tf

eM
−1
h Ah(t−τ)M−1

h

(
qMh

(
z − ỹ

))
dτ,

p = P(zi, ỹ), (A.107)

donde Z y P son operadores lineales. Además reemplazando éstas ecuaciones

en (A.103), tenemos:

∇Jhv
∣∣
zi,vi

= rRhv
i −BhP(zi, ỹ),

∇Jhv
∣∣
zi,vi

= rRhv
i −BhP(Z(zh0 , v

i, ch), ỹ). (A.108)

A continuación calculamos la derivada direccional del gradiente del funcional

para obtener el producto del Hessiano del Lagrangiano por la dirección de búsque-

da:

D∇Jh
Dvi

=
D
(
rRhv

i −BhP(Z(zh0 , v
i, ch), ỹ))

)
Dvi

= ∇2Jhφ = Hφ

=
d rRh (vi + εφ)

dε

∣∣∣∣
ε=0

−
d
(
BhP(Z(zh0 , v

i + εφ, ch), ỹ))
)

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

= (rRhφ)|ε=0 − (BhP(Z(0, φ, 0), 0)))|ε=0

= rRhφ−BhP(Z(0, φ, 0), 0)), (A.109)

si hacemos φ = di, tenemos lo que buscamos, es decir:

Hdi = rRhd
i −BhP(Z(0, di, 0), 0)). (A.110)
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DESARROLLO DE UNA APLICACIÓN PARALELA EN EL TIEMPO PARA LA SIMULACIÓN Y
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Facultad de Ingenierı́a
Ingenierı́a Electrónica

Luego introducimos la siguientes definiciones ψi = Z(0, di, 0), 0) y

ψi
p

= P(Z(0, di, 0) para reemplazar los operadores P y Z por sus respectivas

ecuaciones diferenciales nuevamente, es decir:


Mhψ̇

i
= Ahψ

i +Bhd
i+, para to ≤ t ≤ tf ,

ψi(to) = 0,
Mhψ̇

i

p
= −Ahψip + qMhψ

i, para to ≤ t ≤ tf ,

ψi
p
(tf ) = −sψi(tf ),

Hdi = rRhd
i −Bhψ

i
p para to ≤ t ≤ tf ,

(A.111)
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APÉNDICE B

APÉNDICE: ALGORITMO PARAREAL

B.1. Condiciones de KKT del Lagrangiano

De la ecuación (3.8) obtenemos las condiciones de optimalidad, como las

variaciones respecto a cada una de las variables de δL en cada sub-intervalo

k = { 0, 1, · · · , k̂ − 1 } no son nulas, se debe cumplir que:

∂L
∂zk

∣∣∣∣
z∗k,v

∗
k,Z

∗
k

= 0,
∂L
∂vk

∣∣∣∣
z∗k,v

∗
k,Z

∗
k

= 0,
∂L
∂Zk

∣∣∣∣
z∗k,v

∗
k,Z

∗
k

= 0,

∂L
∂pk

∣∣∣∣
z∗k,v

∗
k,Z

∗
k

= 0,
∂L
∂ηk

∣∣∣∣
z∗k,v

∗
k,Z

∗
k

= 0.

para k = { 0, 1, · · · , k̂ − 1 }.

A continuación calculamos cada una de éstas derivadas, utilizando la defini-

ción (2.1). En las ecuaciones siguientes omitiremos la indicación k={ 0, 1, ··· , k̂−1 },

quedando sub-entendido que las mismas se cumplen cada en uno de estos sub-

intervalos, y la evaluación en la solución óptima |z∗k,v∗k,Z∗
k

representaremos por |∗.

Cálculo de ∂L
∂zk

:

Aplicando la definición (2.1) a la ecuación (3.7) tenemos:

DL
Dpk

=
DJ (zk, vk, Zk)

Dpk
+

d

(∫ Tk+1

Tk

(pk + λφk)
T (Mhżk − Ahzk)dt

)
dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ=0
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−
d

(∫ Tk+1

Tk

(pk + λφk)
T (Bhvk + ch) dt− ηTk (zk(T

+
k )− Zk)

)
dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

,

=

∫ Tk+1

Tk

φTk (Mhżk − Ahzk −Bhvk − ch)dt, (B.1)

el cual podemos expresar como:

DL
Dpk

=

(
φk,

∂L
∂pk

)
.

entonces, aplicando la condición de optimalidad ∂L
∂pk

∣∣∣
∗

= 0 tenemos:

∂L
∂pk

∣∣∣∣
∗

=
(
Mhżk − Ahzk −Bhvk − ch

)∣∣
∗ = 0 t ∈ [Tk, Tk+1]. (B.2)

Cálculo de ∂L
∂ηk

:

DL
Dηk

=
DJ (zk, vk, Zk)

Dηk
+

d

(∫ Tk+1

Tk

pk
T (Mhżk − Ahzk −Bhvk − ch)dt

)
dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

+
d
(
(ηk + λφk)

T (zk(T
+
k )− Zk)

)
dλ

∣∣∣∣∣
λ=0

,

= φTk (zk(T
+
k )− Zk), (B.3)

que podemos expresar como:

DL
Dηk

=

(
φk,

∂L
∂ηk

)
,

aplicando la condición de optimalidad ∂L
∂ηk

∣∣∣
∗

= 0 tenemos:

∂L
∂ηk

∣∣∣∣
∗

= (zk(T
+
k )− Zk)

∣∣
∗ = 0. (B.4)

Las ecuaciones (B.2) y (B.4) son las llamadas Ecuaciones de Estado.
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CONTROL DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABÓLICAS
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Cálculo de ∂L
∂zk

:

Primeramente integramos por partes
∫ Tk+1

Tk

pk
TMhżk dt:

∫ Tk+1

Tk

pk
TMhżkdt = −

∫ Tk+1

Tk

ṗk
TMhzkdt+

(
pk
TMhzk

)∣∣Tk+1

Tk
. (B.5)

Entonces reemplazando (B.5) en (3.7) y aplicando la definición (2.1) tenemos:

DL
Dzk

=
DJ (zk, vk, Zk)

Dzk
−
d

(∫ Tk+1

Tk

ṗk
TMh(zk + λφk)dt

)
dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

+

d

((
pk
TMh(zk + λφk)

)∣∣Tk+1

Tk
−
∫ Tk+1

Tk

pk
T (Ah(zk + λφk)dt

)
dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

−
d

(∫ Tk+1

Tk

pk
T (Bhvk + ch)dt− ηTk

(
(zk + λφk)(T

+
k )− Zk

))
dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

.(B.6)

Necesitamos calcular por separado DJ
Dzk

, donde los módulos respectivos son da-

dos por las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.4) entonces:

DJ
Dzk

=
1

2

d

∫ Tk+1

Tk

(
r‖vk‖2

Rh
+ q‖(zk + λφk)− ỹk‖2

Mh

)
dt

dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

+
d

1

2 ε∆T
‖(zk + λφk)(T

−
k+1)− Zk+1‖2

Mh

dλ

∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

, ∀k = 0, 1, · · · , k̂ − 2,

=
1

2

∫ Tk+1

Tk

q
(
φTkMh(zk − ỹk) + (zk − ỹk)TMhφk

)
dt

+
1

2 ε∆T

(
(φk(T

−
k+1))TMh(zk(T

−
k+1)− Zk+1)

)
+

1

2 ε∆T

(
(zk(T

−
k+1)− Zk+1)TMhφk(T

−
k+1)

)
, (B.7)
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DJ
Dzk̂−1

=
1

2

d

∫ Tk̂

Tk̂−1

(
r‖vk̂−1‖

2
Rh

+ q‖(zk̂−1 + λφk̂−1)− ỹk̂−1‖
2
Mh

)
dt

dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

+
d s

2
‖(zk̂−1 + λφk̂−1)(Tk̂)− ỹk̂−1(Tk̂)‖2

Mh

dλ

∣∣∣∣∣
λ=0

=
1

2

∫ Tk̂

Tk̂−1

q
(
φT
k̂−1

Mh(zk̂−1 − ỹk̂−1) + (zk̂−1 − ỹk̂−1)TMhφk̂−1

)
dt

s

2
(φk̂−1(Tk̂))

TMh(zk̂−1(Tk̂)− ỹk̂−1(Tk̂))

s

2
(zk̂−1(Tk̂)− ỹk̂−1(Tk̂))

TMhφk̂−1(Tk̂) (B.8)

notemos que

φTkMh(zk − ỹk) = (zk − ỹk)TMhφk, y

(φk(T
−
k+1))TMh(zk(T

−
k+1)− Zk+1) = (zk(T

−
k+1)− Zk+1)TMhφk(T

−
k+1),

entonces las ecuaciones (B.7) y (B.8) quedan:

DJ
Dzk

= q

∫ Tk+1

Tk

φTkMh(zk − ỹk) dt+
1

ε∆T
(φk(T

−
k+1))TMh(zk(T

−
k+1)− Zk+1),

∀k = 0, 1, · · · , k̂ − 2. (B.9)

DJ
Dzk̂−1

= q

∫ Tk̂

Tk̂−1

φT
k̂−1

Mh(zk̂−1 − ỹk̂−1) dt+ s(φk̂−1(Tk̂))
TMh(zk̂−1(Tk̂)− ỹk̂−1(Tk̂)).

(B.10)

Reemplazando (B.9) y (B.10) en (B.6) tenemos:

DL
Dzk

= q

∫ Tk+1

Tk

φTkMh(zk − ỹk) dt+
1

ε∆T
(φk(T

−
k+1))TMh(zk(T

−
k+1)− Zk+1)

−
∫ Tk+1

Tk

(
φTkMhṗk + φTkAhpk

)
dt+

(
φTkMhpk

)∣∣Tk+1

Tk
+ (φk(T

+
k ))Tηk

∀k = 0, 1, · · · , k̂ − 2. (B.11)
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DL
Dzk̂−1

= q

∫ Tk̂

Tk̂−1

φT
k̂−1

Mh(zk̂−1 − ỹk̂−1) dt+ s(φk̂−1(Tk̂))
TMh(zk̂−1(Tk̂)− ỹk̂−1(Tk̂))

−
∫ Tk̂

Tk̂−1

(
φT
k̂−1

Mhṗk̂−1 + φT
k̂−1

Ahpk̂−1

)
dt+

(
φT
k̂−1

Mhpk̂−1

)∣∣∣Tk̂
Tk̂−1

+(φk̂−1(T+

k̂−1
))Tηk̂−1. (B.12)

reordenando los términos de (B.11) y (B.12), tenemos:

DL
Dzk

=

∫ Tk+1

Tk

φTk
(
qMh(zk − ỹk)−Mhṗk − Ahpk

)
dt

+
(
φk(T

−
k+1)

)T ( 1

ε∆T
Mh(zk(T

−
k+1)− Zk+1) +Mhpk(T

−
k+1)

)
+
(
φk(T

+
k )
)T (

ηk −Mhpk(T
+
k )
)
∀k = 0, 1, · · · , k̂ − 2. (B.13)

DL
Dzk̂−1

=

∫ Tk̂

Tk̂−1

φT
k̂−1

(
Mh(zk̂−1 − ỹk̂−1)−Mhṗk̂−1 − Ahpk̂−1

)
dt

+
(
φk̂−1(Tk̂)

)T (
sMh(zk̂−1(Tk̂)− ỹk̂−1(Tk̂)) +Mhpk̂−1(Tk̂)

)
+
(
φk̂−1(T+

k̂−1
)
)T (

ηk̂−1 −Mhpk̂−1(T+

k̂−1
)
)
. (B.14)

la definición (2.1) nos permite expresar las ecuaciones (B.13) y (B.14)como:

DL
Dzk

=

(
φk,

∂L
∂zk

)
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y aplicando la condición de optimalidad ∂L
∂zk

∣∣∣
∗

= 0 tenemos:

∂L
∂zk

∣∣∣∣
∗

=



(
Mhṗk + Ahpk − qMh(zk − ỹk)

)∣∣
∗ = 0, t ∈ [Tk, Tk+1]

(
pk(T

−
k+1) + 1

ε∆T
(zk(T

−
k+1)− Zk+1)

)∣∣
∗ = 0,

(
ηk −Mhpk(T

+
k )
)∣∣
∗ = 0,

(B.15)

∀ k = 0, 1, · · · , k̂ − 2.

∂L
∂zk̂−1

∣∣∣∣∣
∗

=



(
Mhṗk̂−1 + Ahpk̂−1 − qMh(zk̂−1 − ỹk̂−1)

)∣∣∣
∗

= 0, t ∈ [Tk̂−1, Tk̂](
pk̂−1(Tk̂) + s (zk̂−1(Tk̂)− ỹk̂−1(Tk̂))

)∣∣∣
∗

= 0,

(
ηk̂−1 −Mhpk̂−1(T+

k̂−1
)
)∣∣∣
∗

= 0.

(B.16)

Las dos primeras relaciones de las ecuaciones (B.15) y (B.16) son las que

llamamos de ecuaciones de Estado Adjunto.

Cálculo de ∂L
∂vk

:

DL
Dvk

=
DJ (zk, vk, Zk)

Dvk
+

d

(∫ Tk+1

Tk

pk
T
(
Mhżk − Ahzk − ch

)
dt

)
dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

−
d

(∫ Tk+1

Tk

pk
TBh(vk + λφk)dt− ηTk

(
zk(T

+
k )− Zk

))
dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

. (B.17)

Necesitamos calcular DJ
Dvk

, entonces aplicamos la definición (2.1) a la ecuación
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(3.6):

DJ
Dvk

=
1

2

d

∫ Tk+1

Tk

(
r‖vk + λφk‖2

Rh
+ q‖zk − ỹk‖2

Mh

)
dt

dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

+
d

1

2 ε∆T
‖zk(T−k+1)− Zk+1‖2

Mh

dλ

∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

, ∀k = 0, 1, · · · , k̂ − 2,

=
1

2

∫ Tk+1

Tk

r
(
φTkRhvk + vk

TRhφk
)
dt, (B.18)

DJ
Dvk̂−1

=
1

2

d

∫ Tk̂

Tk̂−1

(
r‖vk̂−1 + λφk̂−1‖

2
Rh

+ q‖zk̂−1 − ỹk̂−1‖
2
Mh

)
dt

dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

+
d s

2
‖zk̂−1(Tk̂)− ỹk̂−1(Tk̂)‖2

Mh

dλ

∣∣∣∣∣
λ=0

=
1

2

∫ Tk̂

Tk̂−1

r
(
φT
k̂−1

Rhvk̂−1 + vk̂−1
TRhφk̂−1

)
dt, (B.19)

notemos que:

φTkRhvk = vk
TRhφk,

entonces (B.18) y (B.19) quedan:

DJ
Dvk

= r

∫ Tk+1

Tk

φTkRhvk dt ∀k = 0, 1, · · · , k̂ − 1, (B.20)

reemplazando (B.20) en (B.17) tenemos:

DL
Dvk

= r

∫ Tk+1

Tk

φTkRhvk dt−
∫ Tk+1

Tk

pk
TBhφkdt,

=

∫ Tk+1

Tk

(
φTk r Rhvk − φTkBT

k pk
)
dt,

=

∫ Tk+1

Tk

φTk
(
r Rhvk −BT

k pk
)
dt, (B.21)
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el cual podemos expresar como:

DL
Dvk

=

(
φk,

∂L
∂vk

)
,

y aplicando la condición de optimalidad ∂L
∂vk

∣∣∣
∗

= 0 tenemos:

∂L
∂vk

∣∣∣∣
∗

=
(
r Rhvk −BT

k pk
)∣∣
∗ = 0. (B.22)

Cálculo de ∂L
∂Zk

:

DL
DZk

=
DJ (zk, vk, Zk)

DZk
+

d

(∫ Tk+1

Tk

pk
T
(
Mhżk − Ahzk −Bhvk − ch

)
dt

)
dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

+
d
(
ηTk
(
zk(T

+
k )− (Zk + λφk)

))
dλ

∣∣∣∣∣
λ=0

. (B.23)

Calculamos DJ
DZk

:

DJ
DZk

=
1

2

d

∫ Tk+1

Tk

(
r‖vk‖2

Rh
+ q‖zk − ỹk‖2

Mh

)
dt

dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

+
d

1

2 ε∆T
‖zk−1(T−k )− (Zk + λφk)‖2

Mh

dλ

∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

, (B.24)

= − 1

2 ε∆T

(
φTkMh(zk−1(T−k )− Zk) + (zk−1(T−k )− Zk)TMhφk

)
,

notemos que:

φTkMh(zk−1(T−k )− Zk) = (zk−1(T−k )− Zk)TMhφk,

entonces la ecuación (B.24) queda:

DJ
DZk

= − 1

ε∆T

(
φTkMh(zk−1(T−k )− Zk)

)
. (B.25)
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Reemplazando (B.25) en (B.23) tenemos:

DL
DZk

= − 1

ε∆T

(
φTkMh(zk−1(T−k )− Zk)

)
− ηTk φk,

= φTk

(
−ηk −

1

ε∆T
Mh(zk−1(T−k )− Zk)

)
, (B.26)

el cual podemos expresar como:

DL
DZk

=

(
φk,

∂L
∂Zk

)
,

y aplicando la condición de optimalidad ∂L
∂Zk

∣∣∣
∗

= 0 tenemos:

∂L
∂Zk

∣∣∣∣
∗

=

(
−ηk −

1

ε∆T
Mh(zk−1(T−k )− Zk)

)∣∣∣∣
∗

= 0. (B.27)

En la solución óptima, de la ecuación (B.15) tenemos que:

(
ηk −Mhpk(T

+
k )
)∣∣
∗ = 0, (B.28)

reemplazando en (B.27) tenemos:

∂L
∂Zk

∣∣∣∣
∗

=

(
−Mhpk(T

+
k )− 1

ε∆T
Mh(zk−1(T−k )− Zk)

)∣∣∣∣
∗(

pk(T
+
k ) +

1

ε∆T
(zk−1(T−k )− Zk)

)∣∣∣∣
∗

= 0. (B.29)

Las ecuaciones (B.22) y (B.29) son conocidas como Condición de Euler.

B.2. Calculo del ∇J

Asumiendo que tenemos las funciones de control vjk y las condiciones iniciales

Zi
k para cada sub-intervalo k = 0, 1, · · · , k̂ − 1, podemos encontrar los estados
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zjk resolviendo las ecuaciones (B.2) y (B.4):

Mhż
j
k = Ahz

j
k +Bhv

j
k + ch t ∈ [Tk, Tk+1],

zjk(Tk) = Zi
k. (B.30)

Luego podemos hallar los estados adjuntos pjk resolviendo las ecuaciones

(B.15) y (B.16):

Mhṗ
j
k = −Ahpjk + qMh(z

j
k − ỹk) t ∈ [Tk, Tk+1]

pjk(T
−
k+1) = − 1

ε∆T
(zjk(T

−
k+1)− Zi

k+1)

 ∀ k = 0, 1, · · · , k̂ − 2.

Mhṗ
j

k̂−1
= −Ahpjk̂−1

+ qMh(z
j

k̂−1
− ỹk̂−1) t ∈ [Tk̂−1, Tk̂]

pj
k̂−1

(Tk̂) = −s(zj
k̂−1

(Tk̂)− ỹk̂−1(Tk̂))

(B.31)

Al resolver las ecuaciones (B.30) y (B.31) estamos condicionando que:

∂L
∂pk

∣∣∣∣
zjk, v

j
k, Z

i
k, p

j
k

=
∂L
∂ηk

∣∣∣∣
zjk, v

j
k, Z

i
k, p

j
k

=
∂L
∂zk

∣∣∣∣
zjk, v

j
k, Z

i
k, p

j
k

= 0. (B.32)

Entonces la variación total de primer de L en cada sub-intervalo queda:

δL =
∂L
∂vk

∣∣∣∣
j

δvk +
∂L
∂Zk

∣∣∣∣
j

δZk, (B.33)

donde la evaluación en |zjk, vjk, Zi
k, p

j
k

representamos por |j.

Notemos que en (3.6) tenemos dos variables independientes vk y Zk, en-

tonces calcularemos las derivadas totales de J respecto a las variables inde-

pendientes.
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DESARROLLO DE UNA APLICACIÓN PARALELA EN EL TIEMPO PARA LA SIMULACIÓN Y
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Primeramente calcularemos la derivada total de J respecto de vk:

DJ
Dvk

=
DJ
Dvk

+
DJ
Dzk

∂zk

∂vk
,

=
(
∇vkJ , φk

)
. (B.34)

Al cumplirse la relación (B.32), de la ecuación (B.6) obtenemos:

DJ
Dzk

∣∣∣∣
j

= −
D

∫ Tk+1

Tk

pk
T
(
Mhżk − Ahzk −Bhvk − ch

)
dt

Dzk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
j

−
DηTk (zk(T

+
k )− Zk)

Dzk

∣∣∣∣
j

. (B.35)

Reemplazando (B.35) en (B.34) tenemos:

DJ
Dvk

∣∣∣∣
j

=
DJ
Dvk

∣∣∣∣
j

−
D

∫ Tk+1

Tk

pk
T
(
Mhżk − Ahzk −Bhvk − ch

)
dt

Dzk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
j

∂zk

∂vk

−
DηTk (zk(T

+
k )− Zk)

Dzk

∣∣∣∣
j

∂zk

∂vk
. (B.36)

Además si calculamos el producto interno de pik y ηik por las ecuaciones de

estado y las condiciones iniciales de (B.30) respectivamente, definiendo al mismo

como ϕ tenemos:

ϕ =

∫ Tk+1

Tk

(pjk)
T
(
Mhż

j
k − Ahz

j
k −Bhv

j
k − ch

)
dt+ ηTk (zjk(T

+
k )− Zi

k) = 0, (B.37)

calculando la derivada total de ϕ respecto de vk tenemos:

Dϕ
Dvk

=
Dϕ

Dvk
+
Dϕ

Dzk

∂zk

∂vk
= 0, (B.38)
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entonces:

Dϕ

Dvk
= −

D

∫ Tk+1

Tk

(pjk)
T
(
Mhż

j
k − Ahz

j
k −Bhv

j
k − ch

)
dt

Dzk

∂zk

∂vk

−
D(ηjk)

T (zjk(T
+
k )− Zi

k)

Dzk

∂zk

∂vk
,

−
D

∫ Tk+1

Tk

pk
T
(
Mhżk − Ahzk −Bhvk − ch

)
dt

Dzk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
j

∂zk

∂vk

−
DηTk (zk(T

+
k )− Zk)

Dzk

∣∣∣∣
j

∂zk

∂vk
. (B.39)

Reemplazando (B.39) en (B.36):

DJ
Dvk

∣∣∣∣
j

=
DJ
Dvk

∣∣∣∣
j

+
Dϕ

Dvk
,

=
DJ
Dvk

∣∣∣∣
j

+

d

∫ Tk+1

Tk

(pjk)
T
(
Mhż

j
k − Ahz

j
k −Bh(v

j
k + λφk)− ch

)
dt

dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

,

=
DJ
Dvk

∣∣∣∣
j

−
∫ Tk+1

Tk

pk
TBhφk dt

∣∣∣∣
j

. (B.40)

Utilizando la relación (B.20) en (B.40) tenemos:

DJ
Dvk

∣∣∣∣
j

= r

∫ Tk+1

Tk

φTkRhvk dt

∣∣∣∣
j

−
∫ Tk+1

Tk

pk
TBhφk dt

∣∣∣∣
j

,∫ Tk+1

Tk

φTk
(
r Rhvk −BT

h pk
)
dt

∣∣∣∣
j

. (B.41)

Comparando (B.21) con (B.41) y utilizando la ecuación (B.34) tenemos:

∇vkJ
∣∣∣
j

=
∂L
∂vk

∣∣∣∣
j

= (r Rhvk −BT
h pk)

∣∣
j
. (B.42)
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Ahora calcularemos la derivada total de J respecto de Zk:

DJ
DZk

=
DJ
DZk

+
DJ
Dzk

∂zk

∂Zk
,

= (∇Zk
J , φk) . (B.43)

Reemplazando (B.35) en (B.43) tenemos:

DJ
DZk

∣∣∣∣
j

=
DJ
DZk

∣∣∣∣
j

−
D

∫ Tk+1

Tk

pk
T
(
Mhżk − Ahzk −Bhvk − ch

)
dt

Dzk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
j

∂zk

∂Zk

−
DηTk (zk(T

+
k )− Zk)

Dzk

∣∣∣∣
j

∂zk

∂Zk
. (B.44)

Calculando la derivada total de ϕ ecuación (B.37) respecto de Zk tenemos:

Dϕ
Dvk

=
Dϕ

Dvk
+
Dϕ

Dzk

∂zk

∂Zk
= 0, (B.45)

entonces:

Dϕ

DZk
= −

D

∫ Tk+1

Tk

(pjk)
T
(
Mhż

j
k − Ahz

j
k −Bhv

j
k − ch

)
dt

Dzk

∂zk

∂Zk

−
D(ηjk)

T (zjk(T
+
k )− Zi

k)

Dzk

∂zk

∂Zk
,

−
D

∫ Tk+1

Tk

pk
T
(
Mhżk − Ahzk −Bhvk − ch

)
dt

Dzk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
j

∂zk

∂Zk

−
DηTk (zk(T

+
k )− Zk)

Dzk

∣∣∣∣
j

∂zk

∂Zk
. (B.46)
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Reemplazando (B.46) en (B.44)

DJ
DZk

∣∣∣∣
j

=
DJ
DZk

∣∣∣∣
j

+
Dϕ

DZk
,

DJ
DZk

∣∣∣∣
j

+
d(ηjk)

T
(
zjk(T

+
k )− (Zi

k + λφk)
)

d λ

∣∣∣∣∣∣
λ=0

,

DJ
DZk

∣∣∣∣
j

− ηTk φk
∣∣
j
. (B.47)

Entonces reemplazando (B.25) en (B.47) tenemos:

DJ
DZk

∣∣∣∣
j

= − 1

ε∆T

(
φTkMh(zk−1(T−k )− Zk)

)∣∣∣∣
j

− ηTk φk
∣∣
j
,

φTk

(
−ηk −

1

ε∆T
Mh

(
zk−1(T−k )− Zk

))∣∣∣∣
j

. (B.48)

Como condicionamos que se cumpla la ecuación (B.32), notemos que tam-

bién se cumple la relación (B.28). Entonces (B.48) queda:

DJ
DZk

∣∣∣∣
j

= φTk

(
−Mhpk(T

+
k )− 1

ε∆T
Mh

(
zk−1(T−k )− Zk

))∣∣∣∣
j

. (B.49)

Comparando (B.26) con (B.49) tenemos:

∇Zk
J |j =

∂L
∂Zk

∣∣∣∣
j

=

(
−Mhpk(T

+
k )− 1

ε∆T
Mh

(
zk−1(T−k )− Zk

))∣∣∣∣
j

. (B.50)

Las expresiones (B.42) y (B.50) son las componentes del gradiente de J , es

decir:

∇J =
[
∇vkJ T ∇Zk

J T
]T
. (B.51)
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B.3. Calculo de Hdik

La matriz hessiana del funcional es H := ∇2J , y por la definición (2.8) pode-

mos expresar como sigue:

H =


∂∇vkJ
∂vk

∂∇vkJ
∂Zk

∂∇Zk
J

∂vk

∂∇Zk
J

∂Zk

 (B.52)

entonces Hdik podemos expresar como:

H


dvk

dZk

 =


∂∇vkJ
∂vk

dvk +
∂∇vkJ
∂Zk

dZk

∂∇Zk
J

∂vk
dvk +

∂∇Zk
J

∂Zk
dZk

 (B.53)

Para obtener el gradiente del funcional ∇J , debemos calcular previamente el

estado adjunto pk y para obtener este, debemos calcular el estado zk.

Para obtener los estados zk debemos resolver la ecuación de estados:

zk(T
+
k ) = Zk

Mhżk = Ahzk +Bhvk + ch (B.54)

Del mismo modo para obtener los estados adjuntos pk debemos resolver la

ecuación de estado adjunto:

pk(T
−
k+1) = − 1

ε∆T
(zk(T

−
k+1)− Zk+1) ∀ k = 0, 1, · · · , k̂ − 2,

pk̂−1(Tk̂) = −s
(
zk̂−1(Tk̂)− ỹk̂−1(Tk̂)

)
,

Mhṗk = −Ahpk + qMh(zk − ỹk). (B.55)
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DESARROLLO DE UNA APLICACIÓN PARALELA EN EL TIEMPO PARA LA SIMULACIÓN Y
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Notemos que las ecuaciones (B.54) y (B.55), nos permiten expresar zk y pk

como sigue:

zk = Z(Zk, vk, ch),

pk = P(zk, Zk, ỹk), (B.56)

donde Z y P son operadores lineales dependientes del tiempo.

Expresando ∇J en función de la ecuación (B.56) tenemos:

∇vkJ = r Rhvk −BT
hP(Z(Zk, vk, ch), Zk, ỹk) (B.57)

∇Zk
J = −MhP(Z(Zk, vk, ch), Zk, ỹk)(T

+
k )

− 1

ε∆T
Mh

(
Z(Zk−1, vk−1, ch)(T

−
k )− Zk

)
.
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Ahora calculamos D∇J
Dvk

utilizando la definición (2.1), entonces:

D∇vkJ
Dvk

=
d r Rh(vk + λφk)

dλ

∣∣∣∣
λ=0

−
dBT

hP(Z(Zk, vk + λφk, ch), Zk, ỹk)

dλ

∣∣∣∣∣
λ=0

,

= r Rhφk −BT
hP(Z(0, φk, 0), 0, 0), (B.58)

=
∂∇vkJ
∂vk

φk

D∇Zk
J

Dvk
= −

dMhP(Z(Zk, vk + λφk, ch), Zk, ỹk)(T
+
k )

dλ

∣∣∣∣∣
λ=0

− 1

ε∆T

dMh

(
Z(Zk−1, vk−1 + λφk−1, ch)(T

−
k )− Zk

)
dλ

∣∣∣∣∣∣
λ=0

.

= −MhP(Z(0, φk, 0), 0, 0)(T+
k )− 1

ε∆T
MhZ(0, φk−1, 0)(T−k ) (B.59)

=
∂∇Zk

J
∂vk

φk.
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Del mismo modo calculamos D∇J
DZk

:

D∇vkJ
DZk

=
d r Rhvk

dλ

∣∣∣∣
λ=0

−
dBT

hP(Z(Zk + λφZk, vk, ch), Zk + λφZk, ỹk)

dλ

∣∣∣∣∣
λ=0

,

= −BT
hP(Z(φZk, 0, 0), φZk, 0), (B.60)

=
∂∇vkJ
∂Zk

φZk

D∇Zk
J

DZk
= −

dMhP(Z(Zk + λφZk, vk, ch), Zk + λφZk, ỹk)(T
+
k )

dλ

∣∣∣∣∣
λ=0

− 1

ε∆T

dMh

(
Z(Zk−1 + λφZk−1, vk−1, ch)(T

−
k )− (Zk + λφZk)

)
dλ

∣∣∣∣∣∣
λ=0

.

= −MhP(Z(φZk, 0, 0), φZk, 0)(T+
k )

− 1

ε∆T
Mh

(
Z(φZk−1, 0, 0)(T−k )− φZk

)
, (B.61)

=
∂∇Zk

J
∂Zk

φZk.

Como φk y φZk de las ecuaciones (B.58), (B.59), (B.60) y (B.61) son direccio-

nes arbitrarias, tomamos a los mismos como las direcciones de búsqueda de las

funciones de control y de las condiciones iniciales respectivamente, es decir:

φk = dvk,

φZk = dZk. (B.62)

Luego si sumamos las ecuaciones (B.58) y (B.60) tenemos:

∂∇vkJ
∂vk

dvk +
∂∇vkJ
∂Zk

dZk = r Rhdvk −BT
hP(Z(0, dvk, 0), 0, 0)

−BT
hP(Z(dZk, 0, 0), dZk, 0), (B.63)
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como ya mencionamos Z y P son operadores lineales, entonces sumando los

términos de la ecuación (B.63) tenemos:

∂∇vkJ
∂vk

dvk +
∂∇vkJ
∂Zk

dZk = r Rhdvk −BT
hP(Z(dZk, dvk, 0), dZk, 0). (B.64)

Además si sumamos las ecuaciones (B.59) y (B.61) tenemos:

∂∇Zk
J

∂vk
dvk +

∂∇Zk
J

∂Zk
dZk = −MhP(Z(0, dvk, 0), 0, 0)(T+

k )

− 1

ε∆T
MhZ(0, dvk−1, 0)(T−k )

−MhP(Z(dZk, 0, 0), dZk, 0)(T+
k ) (B.65)

− 1

ε∆T
Mh

(
Z(dZk−1, 0, 0)(T−k )− dZk

)
,

al sumar los operadores lineales resulta:

∂∇Zk
J

∂vk
dvk +

∂∇Zk
J

∂Zk
dZk = −MhP(Z(dZk, dvk, 0), dZk, 0)(T+

k ) (B.66)

− 1

ε∆T
Mh

(
Z(dZk−1, dvk−1, 0)(T−k )− dZk

)
.

Las ecuaciones (B.64) y (B.66) nos indican que para obtener Hdik necesita-

mos calcular previamente Z(dZk, dvk, 0) el cual calculamos a partir de las ecua-

ciones de estado, haciendo las condiciones iniciales y las funciones de control

iguales a sus direcciones de búsqueda respectivos, es decir:

ψk(T
+
k ) = dZk,

Mhψ̇k = Ahψk +Bhdvk, (B.67)

donde ψk = Z(dZk, dvk, 0).
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Luego necesitamos calcular y P(Z(dZk, dvk, 0), dZk, 0), el cual calculamos a

partir de los estados adjuntos, con los siguientes cambios:

ψpk(T−k+1) = − 1

ε∆T
(ψk(T

−
k+1)− dZk+1) ∀ k = 0, 1, · · · , k̂ − 2,

ψpk̂−1
(Tk̂) = −sψk̂−1(Tk̂),

Mhψ̇pk = −Ahψpk + qMhψk, (B.68)

donde ψpk = P(Z(dZk, dvk, 0), dZk, 0).

Luego las ecuaciones (B.64) y (B.66) quedan:

∂∇vkJ
∂vk

dvk +
∂∇vkJ
∂Zk

dZk = r Rhdvk −BT
h ψpk . (B.69)

∂∇Zk
J

∂vk
dvk +

∂∇Zk
J

∂Zk
dZk = −Mhψpk(T+

k )− 1

ε∆T
Mh

(
ψk−1(T−k )− dZk

)
.

Reemplazando (B.69) en (B.53) tenemos:

H


dvk

dZk

 =


r Rhdvk −BT

h ψpk

−Mhψpk(T+
k )− 1

ε∆T
Mh

(
ψk−1(T−k )− dZk

)
 (B.70)

Separando por componentes tenemos:

Hvdvk = r Rhdvk −BT
h ψpk

HZdZk = −Mhψpk(T+
k )− 1

ε∆T
Mh

(
ψk−1(T−k )− dZk

)
. (B.71)

B.4. Matriz de Precondicionamiento

Para deducir la matriz P propuesta en [1] primeramente obtenemos de la

ecuación de estados en forma discreta, un método para hallar el valor de zk,l̂ a

partir de Zk.
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El esquema iterativo para hallar el estado zk es:

zk,0 = Zk

F1zk,l = F0zk,l−1 + τBhvk,l + τch; para l = 1 hasta l̂ (B.72)

con el cual se obtiene cada valor de zk,l de la siguiente forma:

zk,1 = F−1
1 F0zk,0 + τF−1

1 (Bhvk,1 + ch) = F−1
1 F0Zk + τF−1

1 (Bhvk,1 + ch).

zk,2 = F−1
1 F0zk,1 + τF−1

1 (Bhvk,2 + ch),

= F−1
1 F0

(
F−1

1 F0Zk + τF−1
1 (Bhvk,1 + ch)

)
+ τF−1

1 (Bhvk,2 + ch),

= (F−1
1 F0)2Zk + τ(F−1

1 F0)F−1
1 (Bhvk,1 + ch) + τF−1

1 (Bhvk,2 + ch) .

zk,3 = F−1
1 F0zk,2 + τF−1

1 (Bhvk,3 + ch),

= (F−1
1 F0)3Zk + τ(F−1

1 F0)2F−1
1 (Bhvk,1 + ch) + τ(F−1

1 F0)F−1
1 (Bhvk,2 + ch)

+τF−1
1 (Bhvk,3 + ch) ,

= (F−1
1 F0)3Zk + τ

3∑
i=1

(F−1
1 F0)(3−i)F−1

1 (Bhvk,i + ch) .

...
...

zk,l̂ = (F−1
1 F0)l̂Zk + τ

l̂∑
i=1

(F−1
1 F0)(l̂−i)F−1

1 (Bhvk,i + ch) , (B.73)

entonces podemos expresar zk,l̂ como:

zk,l̂ = F∆τZk + Sk (B.74)

donde F∆τ = (F−1
1 F0)l̂ y Sk = τ

∑l̂
i=1(F−1

1 F0)(l̂−i)F−1
1 (Bhvk,i + ch).

Para resolver el problema de control paralelo se introduce la condición (3.4),
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el cual expresando en su forma discreta establece:

Z0 = z0,0 = z(to), si k = 0;

Zk = zk−1,l̂, si k = 1, 2, · · · , k̂ − 1,

(B.75)

entonces podemos hallar las condiciones iniciales Zk, ∀ k = 1, 2, · · · , k̂ − 1 uti-

lizando la ecuación (B.74) mediante la siguiente ecuación matricial:

I

−F∆τ I

. . . . . .

−F∆τ I





Z1

Z2

...

Zk̂−1


=



S0 + F∆τZ0

S1

...

Sk̂−2


CZ = S. (B.76)

Seguidamente hallaremos a partir de la ecuación adjunta discreta, un método

para hallar pk,0 a partir de pk,l̂.

El esquema iterativo para hallar el estado pk es:

pk,l̂ = − 1

ε∆T
(zk,l̂ − Zk+1) ∀ k = 0, 1, · · · , k̂ − 2,

pk̂−1,l̂ = −s(zk̂−1,l̂ − ỹk̂−1,l̂),

F1pk,l = F0pk,l+1 + τ qMh(zk,l − ỹk,l); para l = l̂ − 1 hasta 0. (B.77)

entonces podemos obtener pk,0 de la siguiente forma:

pk,l̂−1 = F−1
1 F0pk,l̂ + τqF−1

1 Mh(zk,l̂−1 + ỹk,l̂−1).

pk,l̂−2 = F−1
1 F0pk,l̂−1 + τqF−1

1 Mh(zk,l̂−2 + ỹk,l̂−2),
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pk,l̂−2 = F−1
1 F0

(
F−1

1 F0pk,l̂ + τqF−1
1 Mh(zk,l̂−1 + ỹk,l̂−1)

)
+τqF−1

1 Mh(zk,l̂−2 + ỹk,l̂−2),

= (F−1
1 F0)2pk,l̂ + τq(F−1

1 F0)F−1
1 Mh(zk,l̂−1 + ỹk,l̂−1)

+τqF−1
1 Mh(zk,l̂−2 + ỹk,l̂−2).

pk,l̂−3 = F−1
1 F0pk,l̂−2 + τqF−1

1 Mh(zk,l̂−3 + ỹk,l̂−3),

= (F−1
1 F0)3pk,l̂ + τq(F−1

1 F0)2F−1
1 Mh(zk,l̂−1 + ỹk,l̂−1)

+τq(F−1
1 F0)F−1

1 Mh(zk,l̂−2 + ỹk,l̂−2) + τqF−1
1 Mh(zk,l̂−3 + ỹk,l̂−3),

= (F−1
1 F0)3pk,l̂ + τq

3∑
i=1

(F−1
1 F0)(3−i)F−1

1 Mh(zk,l̂−i + ỹk,l̂−i).

...
...

pk,0 = (F−1
1 F0)l̂pk,l̂ + τq

l̂∑
i=1

(F−1
1 F0)(l̂−i)F−1

1 Mh(zk,l̂−i + ỹk,l̂−i). (B.78)

Luego podemos expresar pk,0 de la siguiente forma:

pk,0 = F∆τpk,l̂ + Spk . (B.79)

En el apéndice (B.2) se obtuvo el valor de ∇Zk
J , dado por la ecuación (B.50),

que en forma discreta podemos expresar como sigue:

∇Zk
J = Mh

(
−pk,0 + pk−1,l̂

)
, ∀ k = 1, 2, · · · , k̂ − 2, (B.80)

entonces definimos ∇ZJ :=
[
∇Z1J T ∇Z2J T · · · ∇Zk̂−1

J T
]T

, es decir:
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DESARROLLO DE UNA APLICACIÓN PARALELA EN EL TIEMPO PARA LA SIMULACIÓN Y
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∇ZJ =



Mh(p0,l̂ − p1,0)

Mh(p1,l̂ − p2,0)

...

Mh(pk̂−2,l̂ − pk̂−1,0)


=



Mh(p0,l̂ −F∆τp1,l̂ − Sp1)

Mh(p1,l̂ −F∆τp2,l̂ − Sp2)

...

Mh(pk̂−2,l̂ −F∆τpk̂−1,l̂ − Spk̂−1
)


(B.81)

teniendo en cuenta que F0 = Mh y F∆τ = (F−1
1 F0)l̂ en la ecuación (B.81) tene-

mos:

∇ZJ =



F0p0,l̂ − F0(F−1
1 F0)l̂p1,l̂ − F0Sp1

F0p1,l̂ − F0(F−1
1 F0)l̂p2,l̂ − F0Sp2

...

F0pk̂−2,l̂ − F0(F−1
1 F0)l̂pk̂−1,l̂ − F0Spk̂−1



∇ZJ =



F0p0,l̂ − (F0F
−1
1 )l̂F0p1,l̂ − F0Sp1

F0p1,l̂ − (F0(F−1
1 )l̂F0p2,l̂ − F0Sp2

...

F0pk̂−2,l̂ − (F0F
−1
1 )l̂F0pk̂−1,l̂ − F0Spk̂−1


(B.82)

notemos que (F0F
−1
1 )l̂ =

(
(F−1

1 F0)l̂
)T

= FT∆τ , entonces la ecuación (B.82) queda:

∇ZJ =



F0p0,l̂ −FT∆τF0p1,l̂ − F0Sp1

F0p1,l̂ −FT∆τF0p2,l̂ − F0Sp2

...

F0pk̂−2,l̂ −FT∆τF0pk̂−1,l̂ − F0Spk̂−1


(B.83)
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que podemos expresar como:

∇ZJ =



I −FT∆τ

I
. . .

. . . −FT∆τ

I





F0p0,l̂

F0p1,l̂

...

F0pk̂−2,l̂


−



F0Sp1

F0Sp2

...

F0(Spk̂−1
+ FT∆τpk̂−1,l̂)


= CTPFo − Sp (B.84)

utilizando condición final pk,l̂ tenemos:

F0p0,l̂

F0p1,l̂

...

F0pk̂−2,l̂


=



1
ε∆T

F0(z0,l̂ − Z1)

1
ε∆T

F0(z1,l̂ − Z2)

...

1
ε∆T

F0(zk̂−2,l̂ − Zk̂−1)



=



1
ε∆T

F0

1
ε∆T

F0

. . .

1
ε∆T

F0





z0,l̂ − Z1

z1,l̂ − Z2

...

zk̂−2,l̂ − Zk̂−1


PFo = K (CZ− S) . (B.85)

Reemplazando (B.85) en (B.84) tenemos:

∇ZJ = CTKCZ− F, (B.86)

donde F = CTKS + Sp.

Para poder hallar las condiciones iniciales de cada sub-dominio del problema

P2 (3.6) se debe cumplir que ∇ZJ = 0, lo cual es equivalente a resolver la
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siguiente ecuación matricial:

CTKCZ = F. (B.87)

Para resolver (B.87) podemos invertir el producto de matrices CTKC, pero

ésto presenta un elevado costo computacional, debido a que F∆τ se obtiene

marchando la malla fina en pasos de tamaño τ .

Podemos obtener Z de forma aproximada por medio de la discretización de la

malla gruesa por el método de Euler Implı́cito (Backward Euler), que expresamos

como sigue:

Mh
Zk+1 − Zk

∆T
= AhZk+1 +Bhvk,0 + ch,

Zk+1 = (Mh −∆T Ah)
−1MhZk + (Mh −∆T Ah)

−1∆T (Bhvk,0 + ch).

(B.88)

Entonces la aproximación de Z podemos expresar mediante la siguiente

ecuación matricial:

C̃ Z = S̃,

donde:

C̃ =



I

−G∆T I

. . . . . .

−G∆T I


; G∆T = (Mh −∆T Ah)

−1Mh. (B.89)
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Notemos que C̃ es una aproximación de C, además invertir C̃ puede calcu-

larse rápidamente por presentar un bajo costo computacional, debido a que G∆T

se obtiene marchando la malla gruesa con pasos de tamaño ∆T . Entonces para

acelerar la convergencia del algoritmo gradiente conjugado utilizamos la siguien-

te matriz como precondicionador:

P = C̃T KC̃. (B.90)
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APÉNDICE C

APÉNDICE: DISCRETIZACIÓN ESPACIAL

C.1. Ecuación de conducción de calor con condiciones de frontera de

Neumann

C.1.1. Formulación Variacional

Primeramente necesitamos obtener la formulación variacional, para ello intro-

ducimos las siguientes definiciones:

Definición C.1 (Producto Interno). Dado un espacio vectorial H sobre K, una

función (·, ·) : H ×H → K se llama producto interno si cumple con:

(a) (x, y) = (y, x) ∀x, y ∈ H,

(b) (αx+ βx′, y) = α(x, y) + β(x′, y) ∀ x, x′, y ∈ E, α, β ∈ K,

(c) (x, αy + βy′) = α(x, y) + β(x, y′) ∀ x, y, y′ ∈ H, α, β ∈ K,

(d) (x, x) ≥ 0 ∀ x ∈ H y (x, x) = 0⇔ x = 0,

donde α es el complejo conjugado de α, para todo α ∈ K.

Con un producto interno, siempre podemos definir una norma en H, poniendo

|x| =
√

(x, x).
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Luego, con la norma definida, podemos definir una métrica, según como

hemos visto en el ı́tem anterior, por tanto, un espacio con producto interno siem-

pre puede verse como un espacio métrico, esto es, estamos habilitados a carac-

terizar la “cercanı́a” o “parecido” entre los elementos.

Definición C.2 (Ortogonalidad de funciones). Dadas dos funciones u y v definidas

en Ω, decimos que son ortogonales si:

(u, v) = 0 sobre Ω. (C.1)

Definición C.3 (Espacio de Sobolev H1(Ω) de orden 1 ). Sea Ω ⊂ R2, definimos

el espacio de Sobolev H1(Ω) de orden 1, que es el espacio de funciones cuyos

elementos y sus derivadas son cuadrado integrables.

H1(Ω) =

{
f ∈ L2(Ω) y

∂f

∂xi
∈ L2(Ω), i = 1, 2

}
. (C.2)

El objetivo es obtener una solución numérica aproximada z ∈ H1(Ω), expre-

sada como combinación lineal de una base del espacio de funciones de prueba

w ∈ H1. Nótese que el espacio H1 es de dimensión infinita.

Luego, definimos r el residuo de la ecuación (4.21) como:

r = %cp∂tz − λ4z − c, en Ω× [to, tf ], (C.3)

donde si z es la solución de exacta de (4.21) r = 0.

Entonces el producto interno entre el residuo (C.3) y las funciones de prueba

w es igual a:

(r, w) = (%cp∂tz − λ4z − c, w), en Ω× [to, tf ], (C.4)
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y como buscamos una solución aproximada z tal que (r, w) = 0 ∀w ∈ H1(Ω), es

decir que r sea ortogonal al espacio de las funciones de prueba, tenemos:

(%cp∂tz − λ4z − c, w) = 0, en Ω× [to, tf ] ∀w ∈ H1(Ω), (C.5)

lo cual es equivalente a:

(%cp∂tz − λ4z, w) = (c, w) en Ω× [to, tf ] ∀w ∈ H1(Ω). (C.6)

El producto interno que utilizamos en la ecuación (C.6) es:

(f, g) =

∫
Ω

f(Ω)g(Ω) dΩ, (C.7)

entonces la ecuación (C.6) puede ser re-escrita como:

∫
Ω

(%cp∂tz − λ4z)w dΩ =

∫
Ω

cw dΩ ∀w ∈ H1(Ω), (C.8)

o bien: ∫
Ω

%cp∂tzw dΩ =

∫
Ω

λ4z w dΩ +

∫
Ω

cw dΩ ∀w ∈ H1(Ω), (C.9)

Además integrando por partes:

∫
Ω

(4z)w dΩ =

∫
Γ

∂z

∂η
wdΓ−

∫
Ω

∇z∇w dΩ, (C.10)

reemplazando (C.10) en (C.9) obtenemos:

∫
Ω

%cp∂tz w dΩ =

∫
Γ

v wdΓ−
∫

Ω

λ∇z∇w dΩ +

∫
Ω

cw dΩ w ∈ H1(Ω) (C.11)
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C.1.2. Discretización por el método de Galerkin

La discretización en el dominio espacial de (C.11) por el método estándar de

Galerkin consiste en reemplazar el espacio de dimensión infinita H1(Ω) por un

sub-espacio de dimensión finita Yh que aproxima a H1(Ω) mediante un conjunto

de funciones de prueba linealmente independientes y lineales por partes como

en [20].

Sean {η1, η2, ..., ηq̂} la base del espacio Yh de dimensión q̂. Entonces la dis-

cretización de (C.11) es:∫
Ω

%cp∂tz ηj dΩ =

∫
Γ

v ηjdΓ−
∫

Ω

λ∇z∇ηj dΩ +

∫
Ω

c ηj dΩ ∀ j = 1, · · · , q̂, (C.12)

luego para obtener una aproximación de z ∈ H1(Ω)×[to, tf ], proyectamos también

el espacio H1(Ω) sobre Yh, haciendo la siguiente separación de variables:

z(t,Ω) ≈ zh(t,Ω) =

q̂∑
k=1

zk(t)ηk(Ω) =

q̂∑
k=1

zkηk, (C.13)

y la derivada temporal es:

∂tz ≈ ∂t

q̂∑
k=1

zk(t)ηk(Ω) =

q̂∑
k=1

żkηk, (C.14)

donde las incógnitas a determinar podemos agrupar en un vector que definimos

a continuación:

z = [z1(t) z2(t) · · · zq̂(t)]T , (C.15)

reemplazando (C.13) y (C.14) en (C.12):∫
Ω

q̂∑
k=1

%cpżkηk ηj dΩ =

∫
Γ

v ηjdΓ−
∫

Ω

λ∇
q̂∑

k=1

zkηk∇ηj dΩ+

∫
Ω

cηj dΩ ∀j = 1, · · · , q̂.

(C.16)
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Además como la función de control v ∈ L2(Γ) × [to, tf ], proyectaremos tam-

bién éste espacio de dimensión infinita sobre un espacio de dimensión finita Uh

de funciones constantes por partes. Sea {ϕ1, ϕ2, ..., ϕp̂} la base del espacio de

dimensión p̂. Entonces la proyección de v sobre Uh se puede expresar mediante

la siguiente separación de variables:

v(t,Γ) ≈ vh(t,Γ) =

p̂∑
k=1

vk(t)ϕk(Γ) =

p̂∑
k=1

vkϕk, (C.17)

donde las proyecciones pueden ser agrupadas en un vector que definimos a

continuación:

v = [v1(t) v2(t) · · · vp̂(t)]T , (C.18)

y reemplazando (C.17) en (C.12) tenemos:∫
Ω

q̂∑
k=1

%cpżkηk ηj dΩ =

∫
Γ

p̂∑
k=1

vkϕk ηjdΓ−
∫

Ω

λ∇
q̂∑

k=1

zkηk∇ηj dΩ +

∫
Ω

cηj dΩ

∀j = 1, · · · , q̂. (C.19)

Como los términos zk y vk ya solo dependen del tiempo, pueden quedar fuera

de la integración:

q̂∑
k=1

żk

∫
Ω

%cpηk ηj dΩ =

p̂∑
k=1

vk

∫
Γ

ϕk ηjdΓ−
q̂∑

k=1

zk

∫
Ω

λ∇ηk∇ηj dΩ +

∫
Ω

cηj dΩ

∀j = 1, · · · , q̂. (C.20)

Finalmente nótese que la ecuación (C.20) es un sistema lineal de ecuaciones

diferenciales de primer orden y se puede representarlo en forma matricial, como

sigue:

Mhż = Ahz +Bhz + ch (C.21)
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donde:

Mhjk =

∫
Ω

%cpηk ηj dΩ ∀ j, k = 1, · · · , q̂, (C.22)

Ahjk = −
∫

Ω

λ∇ηk∇ηj dΩ ∀ j, k = 1, · · · , q̂, (C.23)

Bhjk =

∫
Γ

ϕk ηjdΓ ∀ j = 1, · · · , q̂, k = 1, · · · , p̂, (C.24)

chj =

∫
Ω

cηj dΩ ∀ j = 1, · · · , q̂, (C.25)

C.2. Funcional de costo

Primeramente re-escribimos el funcional de costo (4.18):

J (z, v) =
1

2

∫ tf

to

(
r‖v‖2

L2(Ω) + q‖(z(t)− ỹ(t))‖2
L2(Γ)

)
dt

+
1

2
s‖z(tf )− ỹ(tf )‖2

L2(Γ), (C.26)

luego si definimos una separación variables de los valores de referencia como

sigue ỹh(t) =
∑q̂

k=1 ỹkηk, donde ỹk = ỹ y utilizamos las aproximaciones de z,

v realizadas en la sección anterior ((C.13) y (C.17)) el funcional (C.26) toma la

forma:

Jh(zh, vh) =
1

2

∫ tf

to

(
r‖vh‖2

L2(Ω) + q‖(zh(t)− ỹh(t))‖2
L2(Γ)

)
dt

+
1

2
s‖zh(tf )− ỹh(tf )‖2

L2(Γ), (C.27)

Juan Fleitas
146

Diego Stalder



Universidad Nacional de Asunción
Trabajo Final de Grado
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y aplicando la definición de la norma L2(Ω) tenemos:

‖zh(t)− ỹh(t)‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

(
(

q̂∑
k=1

zkηk −
q̂∑

k=1

ỹkηk

)2

dΩ

=

∫
Ω

(
q̂∑

k=1

zkηk −
q̂∑

k=1

ỹkηk

)(
q̂∑

k=1

zkηk −
q̂∑

k=1

ỹkηk

)
dΩ

=

(
q̂∑

k=1

(zk − ỹk)

)(
q̂∑

k=1

q̂∑
j=1

∫
Ω

ηkηjdΩ

)(
q̂∑
j=1

(zj − ỹj)

)
,

(C.28)

además si definimos el vector ỹ = [ỹ1(t) ỹ2(t) · · · ỹl̂(t)]T y teniendo en cuenta la

definición (2.4), la norma es equivalente a:

‖zh(t)− ỹh(t)‖2
L2(Ω) = (z − ỹ)TMh(z − ỹ) = ‖z(t)− ỹh(t)‖2

Mh
. (C.29)

Análogamente:

‖zh(tf )− ỹh(tf )‖2
L2(Ω) = (z(tf )− ỹ(tf ))

TMh(z(tf )− ỹ(tf )) = ‖z(tf )− ỹ(tf )‖2
Mh
.

(C.30)

Luego aplicando la definición de norma L2(Γ)

‖vh‖2
L2(Γ) =

∫
Γ

(
p̂∑

k=1

vkϕk

)2

dΓ,

=

∫
Ω

(
p̂∑

k=1

vkϕk

)(
p̂∑

k=1

vkϕk

)
dΩ

=

(
p̂∑

k=1

(vk)

)(
p̂∑

k=1

p̂∑
j=1

∫
Ω

ϕkϕjdΩ

)(
p̂∑
j=1

(vj)

)
,

(C.31)

y definiendo la matriz Rh ∈ Rp̂×p̂ como sigue:

Rhij =

∫
Ω

ϕkϕjdΩ, ∀ j, k = 1, · · · , q̂, (C.32)
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por lo tanto:

‖vh(t)‖2
L2(Γ) = vTRhv = ‖v‖2

Rh
. (C.33)

Finalmente reemplazando (C.29),(C.30) y (C.33) en (C.27):

Jh(z, v) =
1

2

∫ tf

to

(
r‖v(t)‖2

Rh
+ q‖(z − ỹ)(t)‖2

Mh

)
dt+

1

2
s‖z(tf )− ỹ(tf )‖2

Mh
. (C.34)

Nótese que esta ecuación es equivalente al funcional (2.5).
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DESARROLLO DE UNA APLICACIÓN PARALELA EN EL TIEMPO PARA LA SIMULACIÓN Y
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Facultad de Ingenierı́a
Ingenierı́a Electrónica

[15] Schaerer C. E., Mathew T., Sarkis M., (2007) Block iterative algorithms for

the solution of parabolic optimal control problems, Lecture Notes in Comput-

er Science, 4395, p. 452-465.

[16] Sobolev, S. L., (1964) Partial Differential Equations of Mathematical Physics,

Pergamon Press, England.

[17] Stephenson, G., (1975) Introducción a las Ecuaciones en Derivadas Par-

ciales, Editorial Reverté S. A. España.
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