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ABSTRACT

In this work we consider the Parareal Algorithm, developed in [1], as a pre-
conditioner for solving the optimal boundary control problem for cooling an elec-
tronic circuit. The constitutive equations are obtained by modeling the circuit as
a parabolic partial differential equation, where the cooling mechanisms are mo-
deled using Neumann boundary conditions (control variables) [5]. The optimal
control problem is obtained by associating to the state and control variables, a
linearized quadratic cost function like in [15]. The classical finite element method
- (Galerkin)- was implemented for the spatial discretization resulting in a large

scale system ODEs [21].

For the implementation of the preconditioner the time domain is divided into
coarse time intervals, where the initials conditions are arbitrary. Each of these
coarse time intervals are divided into fine time intervals that are solved simulta-
neously in several processors. The Conjugate Gradient method is used to update
the initial conditions and the control variables, the Parareal method is used as a

preconditioner to accelerate its convergence.
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RESUMEN

Este trabajo implementa el método Parareal, desarrollado en [1] como pre-
condicionador para resolucién del problema de control 6ptimo que involucra el
enfriamiento de un circuito electronico. Las ecuaciones constitutivas se obtienen
modelando el circuito como una ecuacion diferencial parcial parabdlica, donde el
mecanismo de enfriamiento es modelado usando condiciones de frontera (varia-
bles de control) de Neumann [5]. La formulacion de control es obtenida asocian-
do al estado y a las variables de control un funcional de costo lineal-cuadratico
[15]. Luego, el problema de control se transforma en un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias aplicando el método de los elementos finitos clasico -
(Galerkin)-[21].

Para resolver el problema de control éptimo en forma paralela se realiza una
descomposicion gruesa del dominio temporal (intervalos grandes) donde se arbi-
tran las condiciones iniciales en cada subdominio. Posteriormente, cada subdo-
minio de la malla gruesa es nuevamente divido en intervalos menores, determi-
nando en cada subdominio una malla fina que se resuelve simultdneamente en
cada procesador. El método Gradiente Conjugado es utilizado para corregir las
condiciones iniciales y las funciones de control usando los valores de la solucion
calculada en cada procesador. Para acelerar la convergencia del método Gra-

diente Conjugado usamos el método Parareal como precondicionador [1],[15].
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

1.1. Preliminares

El avance de las tecnologias de disefio de los microprocesadores ha hecho
que las velocidades de reloj de los mismos se incrementen rapidamente, de unos
25 MHz (Intel 80486) en 1989 a 3.8 Ghz (Intel Pentium 4) en 2005 [6]. En los ulti-
mos anos los planes para diseno de microprocesadores de 4 o0 mas GHz fueron
cancelados y se les dio prioridad a los proyectos para fabricar procesadores con
varios nucleos [7]. Consecuentemente los procesadores actuales son capaces
de ejecutar multiples instrucciones en un ciclo de reloj, lo cual se traduce en un
incremento de la tasa maxima de operaciones de punto flotante por segundo
(FLOPS) [3].

El interés en la computacion paralela se ha incrementado debido a la deman-
da continua de capacidad de calculo (memoria y procesamiento), necesaria para
el modelado, simulacion numérica de problemas en ciencias e ingenieria (por
ejemplo [8]), procesamiento de datos [10], aplicaciones graficas y visualizacion
de ambientes virtuales en tiempo real [http://www.paraview.org/]

En la siguiente figura observamos el aumento de la capacidad de proce-

samiento que han tenido los super-computadores durante los ultimos 15 anos:
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Figura 1.1: Rendimiento de los Super-computadores. Fuente:[11]

Las series referenciadas en el grafico como #1, #500 y #Swum correspon-
den al tasa maxima de operaciones (FLOPS) del super-computador con mayor
capacidad de procesamiento del mundo, del super-computador ubicado en la
posicion 500, y la suma de las tasas de operaciones de los 500 computadores
respectivamente.

Este incremento de la capacidad de procesamiento es debido al desarrollo de
arquitecturas de sistemas distribuidos. La arquitectura de sistemas distribuidos
consiste en utilizar un conjunto de recursos separados fisicamente y conectados
entre si por una red de comunicaciones. Esto permite obtener mayores recursos
qgue un solo computador y consecuentemente mayor capacidad de procesamien-
to.

Ademas en la siguiente figura se ilustra las previsiones en cuanto al aumento

de la demanda de capacidad de procesamiento en los siguientes diez anos [11]:
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Figura 1.2: Proyecciones de Rendimiento de los Super-computadores.

Fuente:[11]

El aumento en la demanda de la capacidad de procesamiento se debe al
desarrollo de aplicaciones en plataforma distribuida, que utilizan al maximo éstos

recursos y cuyos requerimientos se incrementan con el transcurso del tiempo.

1.2. Motivacion del Paralelismo

La fisica, la ciencia y la ingenieria, estudian las leyes de la naturaleza que
son expresadas matematicamente mediante ecuaciones diferenciales parciales
(EDP). Las soluciones analiticas de éstas no siempre pueden ser obtenidas o
son muy dificiles de ser encontradas, por lo cual, generalmente, se recurre a
aproximaciones numéricas de la solucion. Las aproximaciones son obtenidas a
partir de algoritmos numeéricos que sustituyen el problema original continuo por

uno discreto y establecen el orden de ejecucidon de las operaciones aritméticas

Juan Fleitas Diego Stalder
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para obtener un resultado aproximado. Para tener una buena precision, éstos
métodos necesitan un elevado costo computacional en términos de tiempo de
calculo y memoria [12], [13].

Un ejemplo de ello es el control 6ptimo de la temperatura de una placa de cir-
cuitos electrénicos abordado en [20], el cual involucra la resolucién de un sistema
de ecuaciones lineales de gran porte 3 x 2600 x 400 = 3120000 incégnitas, donde
2600 es la cantidad de puntos considerados sobre la placa y 400 es la cantidad
de intervalos tiempo considerados. La resolucion de éste sistema demanda gran
cantidad de memoria y capacidad de calculo. Para mejorar la precision de los
resultados numéricos se debe aumentar la cantidad de puntos considerados, lo
cual se traduce en un incremento del tamano del problema, consecuentemente
la demanda de recursos.

La demanda de recursos, se refiere a capacidad de memoria y velocidad de
calculo. Al aumentar el tamano del problema se puede sobrepasar la capacidad
de memoria que puede ser proveida por un solo computador y/o los tiempos de
calculo pueden llegar a ser inviables. Entonces la resolucion de problemas de
gran porte, mediante aplicaciones secuenciales se encuentra limitada.

La velocidad de calculo de un computador esta limitada por la velocidad de
transmision de datos (velocidad de transmision de cable de cobre 9 cm/nanose-
gundos). En consecuencia el aumento de las velocidades requiere mayor proxi-

midad de los elementos de procesamiento. Ademas la miniaturizacion esta lle-

Juan Fleitas Diego Stalder
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gando a niveles moleculares, lo cual nos indica que los limites fisicos en cuanto
a escala de integracion estan siendo alcanzados [4].

Los algoritmos paralelos son aquellos que pueden ser ejecutados simultanea-
mente en varias unidades de procesamiento, donde cada unidad resuelve una
parte del problema, para finalmente unir todas las partes y ofrecer un resulta-
do. Su implementacion se hace posible mediante la utilizacién de plataformas
computacionales distribuidas. Estas constituyen una coleccién de computadores
separados fisicamente y conectados entre si mediante una red de comunica-
ciones. Como un determinado problema es divido en partes menores y resuelto
en forma simultanea, el tiempo de procesamiento es menor. Esto constituye una
ventaja competitiva frente a los algoritmos secuenciales.

Entonces podemos decir que los motivos para desarrollar una aplicacion pa-
ralela son la necesidad de resolver problemas de gran envergadura en menor

tiempo y con mayores precisiones.

1.3. Tendencias de la Ciencia e Ingenieria

La ciencia y la ingenieria han pasado por un cambio a nivel de investigacion,
asi como también a nivel de desarrollo y tecnologia. El viejo paradigma de prueba
y error, ha sido reemplazado por el de simular y analizar [14].

Un ejemplo de ello es la nanotecnologia, en la cual se estan realizando si-

mulaciones numéricas que involucran calculos computacionales de gran porte,

Juan Fleitas Diego Stalder
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en lugar de construir prototipos de prueba [14]. Asi como también aplicaciones
aeroespaciales, sintesis de nuevos materiales, preparacion de nuevos medica-
mentos, dinamica de fluidos, microfabricacidon de chips, entre otras.

Para realizar las simulaciones, primeramente se obtiene el modelo fisico. En
muchas ocasiones se da el caso que modelos fisicos distintos tienen la misma
formulacion matematica, consecuentemente al desarrollar algoritmos que permi-
tan encontrar soluciones aproximadas para un tipo de EDP estamos resolviendo
problemas de diferentes disciplinas.

Las soluciones aproximadas se obtienen discretizando las EDP, esta dis-
cretizacion consta de dos partes. La primera es la discretizacién espacial, en
la que se convierten las EDP en Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO).
La segunda es la discretizacién temporal, que consiste en convertir las EDO en
Ecuaciones Algebraicas (EA).

Finalmente para obtener los resultados numéricos, las ecuaciones algebraicas
son resueltas mediante uno o varios computadores. Para resolver en varios com-
putadores es necesario dividir el problema en partes, que pueden no ser total-
mente independientes. En este caso es necesario una comunicacion (paso de
mensajes) entre los procesos.

En la siguiente figura se ilustra el esquema a seguir en el proceso de realizar

una simulacion.
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Figura 1.3: Etapas de la simulacién. Fuente: Elaboracidn propia.

1.4. Arquitecturas de Computo

La Computacién distribuida es un modelo para resolver problemas utilizando
computadoras interconectadas mediante una infraestructura de red.

Existen tres tipos de arquitecturas de memoria para implementar calculos pa-
ralelos: Memoria Compartida (Shared), Memoria Distribuida (Distributed) y Hibri-
da (Shared/Distributed). Para utilizar estas arquitecturas existen varios modelos

de programacién paralela tales como: Shared Memory, Data Parallel, Message

Juan Fleitas Diego Stalder
14



Universidad Nacional de Asuncion Facultad de Ingenieria

Trabajo Final de Grado . Ingenieria Electrgnica
DESARROLLO DE UNA APLICACION PARALELA EN EL TIEMPO PARA LA SIMULACION Y

CONTROL DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS

Passing, Hybrid. Cada modelo es una abstraccion de la arquitectura de hardware
y memoria lo que implica que estos modelos no necesariamente se correspon-

den con el tipo de maquina o arquitecturas de memoria [4].

1.4.1. Paso de Mensajes

Los Procesos intercambian datos a través de mensajes de comunicacion ex-
plicitos, cada proceso tiene memoria, datos locales y globales. Message Passing
Interface (MPI) es el estandar que define la sintaxis y la semantica de las fun-
ciones contenidas en una biblioteca de paso de mensajes disenada para ser
usada en programas que exploten la existencia de multiples procesadores.

El MPI provee un conjunto de librerias de modo que el programador disene
su aplicacion paralela, sin la necesidad de conocer el hardware sobre el cual
se ejecutara la misma. En la siguiente figura se muestra un esquema del fun-

cionamiento del MPI [14].

N

Proceso 1l » = Proceso 3

Proceso 2 ' " Proceso 4

Red de Comunicaciones

Figura 1.4: Funcionamiento del MPI. Fuente: Elaboracién propia.
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1.5. Antecedentes

La mayoria de los métodos desarrollados para resolver las ecuaciones dife-
renciales que envuelven la variable temporal son puramente secuenciales. Esto
es debido a la naturaleza secuencial intrinseca del tiempo. En términos practicos
significa que se necesita calcular la solucién de un determinado paso de tiempo
para obtener la solucién al paso de tiempo siguiente. Por esta razdn, no se ha
prestado mucha atencion a los algoritmos paralelos en el tiempo [2].

El punto de partida para este trabajo es el algoritmo Parareal, primeramente
presentado por Lions, Maday y Turinici en 2001 [1]. Este propone usar una des-
composiciéon del dominio temporal, utilizando una malla fina y otra gruesa en el
tiempo. La malla gruesa divide al dominio en varios subdominios y la malla fina
es la discretizacién de éstos subdominios. Estas dos mallas son combinadas con
un esquema predictor-corrector. La malla gruesa y el predictor corrector son ac-
tualizados de manera estrictamente secuencial. Cada uno de éstos subdominios
son resueltos simultaneamente usando una plataforma computacional paralela.
Se realizan iteraciones del esquema predictor-corrector hasta la convergencia.

Otro antecedente es la publicacion de Mathew, Sarkis y Schaerer en 2007
[15]. En el que se describen algoritmos iterativos para la solucién de problemas
de control éptimo lineales-cuadraticos de gran escala que involucren ecuaciones
diferenciales parciales parabdlicas.

Ademas del trabajo final de grado del Ing. Carlos Sauer presentado en 2009
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[20]. Donde se modela el control 6ptimo de temperatura de un circuito electrénico
sujeto a fuentes internas de calor. Las ecuaciones constitutivas se modelan como
una ecuacion diferencial parcial parabdlica, donde el mecanismo de enfriamiento
es modelado utilizando condiciones de frontera de Neumann (funciones de con-
trol). El problema de control éptimo es obtenido asociando un funcional de costo

lineal cuadratico a la temperatura y a las funciones de control.

1.6. Definicion del Problema

Este trabajo implementa un algoritmo iterativo para resolver un problema de
control 6ptimo lineal cuadratico con tiempo de establecimiento finito, cuyo modelo
fisico es descrito mediante una ecuacién en derivadas parciales parabolicas. El
dominio temporal es dividido en varios sub-dominios, para ser resuelto en forma
paralela mediante el método del Gradiente Conjugado. Para acelerar la conver-
gencia, se utiliza como precondicionador el método Parareal propuesto en [1].

Finalmente se aplica el algoritmo al problema planteado en el TFG de Carlos

Sauer [20] y se muestran los resultados numéricos obtenidos.

1.7. Objetivos

1.7.1. Objetivos Generales

= Desarrollar una aplicacion, paralela en el tiempo que permita la simulacién

y control de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas.
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1.7.2. Objetivos Especificos

» Formular el problema de control 6ptimo para la ecuacion de conduccion de

calor.

= Discretizar el dominio espacial mediante el método de Galerkin.

» Discretizar el dominio temporal utilizando la formulacién variacional pro-

puesta por J. L. Lions.

= Desarrollar un algoritmo que permita resolver el sistema de ecuaciones re-

sultante en forma paralela.

» Estudiar los sistemas de computacion distribuida.

= Implementar el algoritmo.
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CAPITULO 2
PROBLEMA DE CONTROL

2.1. Formulacion matematica

Los procesos fisicos, mecanicos, quimicos, y de ingenieria, son modelados
utilizando ecuaciones diferenciales. Al sistema fisico lo denominamos planta y
a las ecuaciones que lo modelan, ecuaciones de estado. Estas Ultimas estable-
cen las dependencias entre las variables de estado 2 € R? (variables que deben
conocerse para determinar completamente el estado y el funcionamiento de la
planta) y las variables de control v € R?. Estudiamos el comportamiento de la
planta en un intervalo de tiempo [t,, %], asumiendo que de las condiciones ini-
ciales 2 € R? (estado inicial de funcionamiento de la planta) son conocidas.

En este trabajo las ecuaciones de estado son representadas por:

¢ = flzut), para t,<t<ts

2(t,) = 2" (2.1)

0

donde, v € R? X [ty tf], 2 € RT X [t,ty] Y [ : RPP X [t,, t;] = RT X [t,,ty].
Las ecuaciones de estado pueden ser ecuaciones diferenciales lineales o no
lineales dependiendo de las propiedades del operador f. En particular en (2.1),

las funciones de control v son variables libres denominadas variables de control,
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ya que al modificarlas se modifica la solucion z de (2.1).

El problema de control consiste en buscar funciones de control v que lleven
a la planta de un estado inicial 2 a un estado deseado j(t;) € R? en un tiempo
fjado (T := t; — t,), y al mismo tiempo, éstas verifiquen las ecuaciones de la

planta (2.1). Esto establece el siguiente esquema de control:

Sefal
De

fal
Senal Control

De
referencia

— Salida

Figura 2.1: Problema de Control. Fuente: Elaboracion propia.

2.2. Problema de control optimo

Si el sistema es controlable, existen infinitas funciones de control v que llevan
la planta al estado deseado. De forma a encontrar la variable de control 6ptima
en determinado sentido (el superindice * se utiliza para indicar la solucién épti-
ma), en el contexto de este trabajo, planteamos el problema de encontrar v* que
lleve la planta del estado z(,) al estado deseado y, asociando a la planta un
funcional de costo, que debe ser minimizado, satisfaciendo las restricciones de
que la solucion y la variable de control verifiquen la planta. Es decir planteamos
un problema de control éptimo.

Sean z* y v* , las variables de estado y funciones de control éptimas res-
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pectivamente, definimos las variaciones de éstos vectores como v = v* + dv y
z = z* + 0z. En la literatura (por ejemplo [22], [23]), es comUn encontrar cuatro
formas de plantear el problema de control, dependiendo de las consideraciones
que se hacen con respecto a las variaciones en el tiempo final ¢; y el estado final

z(ty) (ver siguiente figura).

2(ty)

\j

o
~
o

\ )
<)
~
5

ty ty

Figura 2.2: Diferentes tipos de planteamiento del problema de control éptimo.

Fuente: [22].

(a) Sistema con tiempo final fijo y estado final fijo: En este tipo de planteamiento
el t; y z(ty) son fijos, en consecuencia sus variaciones son cero

(0z(ty) = 6ty = 0).

(b) Sistema con tiempo final libre y estado final fijo: En este tipo de planteamien-

to el ¢, es arbitrario o no especificado y z(t;) es fijo, en consecuencia la
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variacion del estado final es cero (0z(tf) = 0).

(c) Sistema con tiempo final fijo y estado final libre: En este tipo de planteamien-
to el ¢, es fijo y z(¢5) es arbitrario, en consecuencia la variacion del tiempo

final es cero (0t; = 0).

(d) Sistema con tiempo final y estado final libres: En este tipo de planteamiento

el tyy z(t;) son arbitrarios.

En particular, en este trabajo utilizamos el planteamiento Tipo (c), para que

en un tiempo fijo ¢, el estado final del sistema se aproxime a un estado deseado

[

El funcional de costo J,(z,v) : R?*? x [t,,t;] — R, establece un criterio para
medir la calidad de las funciones de control v y solucion z(t).
Los siguientes funcionales de costo tipicamente encontrados en la literatura

[22, 23] son:

(a) Elerror cuadratico medio respecto a una solucién deseada j € R x [t,, ],

Vz € RI X [t tg]:
1 U B ) 1 [U T B
3 [ Ne=D@kd =5 [T E-D0) M c-po) i @2)
to to
donde M, € R4 M = M,; M, > 0, esto es simétrico y definido positivo.
(b) El error cuadratico medio en el tiempo final:

(2(ty) — G(t0))" My (2(t;) —§lt)),  (2.3)

N —

Slts) — it 3, =
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(c) El gasto de energia en el control:

1

iy 1 [tr
3 | el =5 [0 Ruote) 2.4
to to

donde R;, € R?*?; RT = R,: R;, > 0.

Para formular el problema de control éptimo en el contexto de éste trabajo

definimos el siguiente funcional de costo:

1

Tlzn) =5 [ Cle®l, +alz = DOR,)E+ 55l - 561 @5

Este funcional permite buscar una solucién éptima que minimice el gasto de
energia en el control y el error cuadratico medio con respecto a una solucion
deseada. Los parametros » > 0, ¢ > 0y s > 0 ajustan la mayor o menor influencia
de (2.2), (2.3) y (2.4) en el funcional.

Entonces el problema de control 6ptimo consiste en minimizar el funcional
Jn(z,v), sujeto a las restricciones de la planta (2.1), es decir:

PROBLEMA P1, Problema de minimizacion con restricciones

minimizar - J,(z(v).v) = 5 f,/ (rlle®7, + allz = D@1, ) dt

+ysllz(tr) — 5t (2.6)

Y
\ o

sujeto a { 2(t) = flz,v,t), para t,<t <ty 2z(t,)=2z"
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2.3. Condiciones de optimalidad

Para transformar el problema de minimizacidn con restricciones (2.6), en un

problema de minimizacidn irrestricta, definimos el funcional Lagrangiano (£):

min £(z,v,p,n ) = Ju(z,v) + /tf pr (2 f(z,u,1)) dt—l—QOT (z(t,) — 21, (2.7)

donde p € RI X [ty tf] y 1, € R? conocidos como multiplicadores de Lagrange.
Consecuentemente, minimizar la expresion (2.7), es equivalente a minimizar
(2.6). A la solucion minimizante de (2.7) la denominamos z*(t) y v*(¢).
La variacion total de primer orden § £ tiene la forma:

oL . oL OC oL
0L = Gy dut g opt g oz g o, (2.8)

Las condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) son obtenidas a-
nulando la variacion total de primer orden J£ al ser evaluada en los valores z*(t)
y v*(t), véase [22, 23], o sea:

O_C
ov

5v+8—£

5 pu—
L ap

oy, =0,  (29)

5p+a—§

z*,v* z*,u*

donde las derivadas del funcional £ respecto a z,v,p, son dadas usando la

derivada en el sentido de Gateaux, que se define como:

Definicion 2.1 (Derivada de Gateaux). Sea un funcional, la derivada del fun-
cional con respecto a la variable y; € R? x [t,,t], en el punto y; € R x [t,,t;] a

lo largo de la direccién, ¢ € R? x |[t,,t;] es dada por:

DJy _ (M ¢> (Jh(yz‘+e¢) —%(yf)) _ dI(y; +€9)
’ e—>0 N

Dy; y; € de —0

Juan Fleitas Diego Stalder
24



Universidad Nacional de Asuncion Facultad de Ingenieria

Trabajo Final de Grado . Ingenieria Electrgnica
DESARROLLO DE UNA APLICACION PARALELA EN EL TIEMPO PARA LA SIMULACION Y

CONTROL DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS

donde (-, -) es es producto interno en el dominio del funcional.

Utilizando la Definicion 2.1 obtenemos las condiciones de optimalidad (2.8)
para el Lagrangiano (2.7):

Ecuaciones de estado

oL .
T 0= (2= f(z0, )|, =0, para t,<t<ty,
oL N
o, VAR 2.10)
Problema Adjunto
0L o (0 o(f7 0" (2= flzv.0) dt) O
a_é * gk W (2 v*) + a& - Y
(z*,0*)
(2.11)
Condicion de Euler
oL O o (S " (2= F(z 1)) i)
E = 0= 15 + = 0.
82 z*v* ay (z*,v%) ay
o o (z*0*)
(2.12)

La deduccién de las ecuaciones (2.10), (2.11) y (2.12) se encuentran en el apéndice

(A1).

2.3.1. Ecuaciones de estado lineales

En el contexto de este trabajo el operador f de las ecuaciones de estado (2.1)
es considerado lineal, consecuentemente las condiciones de optimalidad pueden

re-escribirse como sigue:
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Ecuaciones de estado
Myz = Apz+ B +c¢p,, para t, <t <ty,

(2.13)
donde, M), A, € Ri*9; B € R¥*?; ¢, € RY. Asumimos que las matrices M, y Ay,
son simétricas y definidas positivas.

Luego el problema adjunto y la condicién de Euler, definidos en (2.11) y (2.12)
respectivamente, pueden ser re-escritos utilizando las ecuaciones de estado li-
neales (para mas detalles véase (A.1.1)).

Problema adjunto

Myp = —Alp+qMy, (z—§) (t), para t,<t<ty,

(2.14)
pty) = —s (2(ty) —glty)),
Condicion de Euler
Ryv = Bip, para t,<t<ty. (2.15)

Entonces, el Problema de Control Optimo P1 es equivalente a resolver el
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias EDOs determinado por las ecua-
ciones (2.13), (2.14) y (2.15).

Este sistema es un problema de valores de frontera en dos puntos (TPBVP),
y puede ser transformado a sistema de ecuaciones algebraicas mediante una
discretizacién temporal. Este puede ser resuelto mediante el método "todo de
una vez’(all at once) como en [24] y [20]. Sin embargo, en la medida que se

refina la malla el costo computacional de éste método se vuelve practicamente
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inviable. Sobretodo teniendo en cuenta la limitacion de memoria y la capacidad

de procesamiento.

2.4. Método de solucion del problema de control optimo

En las secciones anteriores formulamos el problema de control éptimo co-
mo un problema de minimizacion con restricciones. Luego para transformar este
problema en un problema de minimizacion irrestricta introdujimos los multipli-
cadores de Lagrange (2.7).

En ésta seccidn presentamos el algoritmo de optimizacion iterativo denomina-
do Método del Gradiente Conjugado (CG). Este algoritmo es aplicable a proble-
mas donde se quiere minimizar funcionales del tipo cuadraticos particularmente
simétricos y definidos positivos [25]. El funcional de costo 7 definido en (2.6)
depende del cuadrado de la funcion de control y del cuadrado del error con res-
pecto a una senal de referencia, en consecuencia es un funcional cuadratico y
podemos utilizar el CG para minimizarlo.

Antes de presentar el CG, introducimos los siguientes conceptos fundamen-

tales:

Definicion 2.2 (Producto interno). El producto interno de dos vectores en un
espacio vectorial V' es una funcion bilineal, hermitica y definida positiva: (-,-) :
VxV —=R.

En el espacio vectorial R" el producto interno puede ser expresado mediante
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la siguiente expresion (w, u) = w! u, donde w, u € R"

Definicion 2.3 (Vectores ortogonales). Dos vectores son ortogonales cuando su

producto interno es igual a cero.

Definicion 2.4 (Vectores H-ortogonales). Dos vectores son H-ortogonales cuan-
do su producto interno con respecto a una matriz H (simétrica y definida positiva)

es igual a cero. (w, Hu) = (w,u)y = w'Hu = 0.

Definicion 2.5 (Norma-H). La norma de un vector w respecto de una matriz H se

define como sigue ||w||y = / (W, Hw), donde H es simétrica y definida positiva.

Definicion 2.6 (Vectores conjugados respecto a la matriz H). Un vector w es el

conjugado de otro u cuando son H -ortogonales.

Definicion 2.7 (Gradiente del funcional). Dado un funcional f(u) : R* — R, se

T
define el gradiente del funcional como V f(u) := 2® — [65%) gl o)y

puede obtenerse como sigue:

_Diw) _ (f(u+6¢)—f(u)). (2.16)

(Vf(w),o)

Du e—0 €

Definicion 2.8 (Matriz Hessiana). Dado un funcional f(u) : R" — R, se define la

matriz Hessiana como sigue:

Pfw)  Pfw) . 0w
02uq OuyOus Ou10un
Pfw 2fw . (W)
H.— V2f(u) _ Ous0u 02uy OusOun
Pfw)  fw) . 8w
| Oundur  Ounduo 02uny,
Juan Fleitas Diego Stalder
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El Gradiente Conjugado corrige en forma iterativa una funcion de control ar-
bitraria v’ (el superindice i indica el nimero de iteraciones que se han realizado).
Con ésta obtenemos el estado ' y el estado adjunto p’ a partir de las ecuaciones
(2.13) y (2.14) respectivamente. Consecuentemente la variacién de primer or-
den del Lagrangiano (2.8) es igual a la variacién total del funcional (2.5) (véase

apéndice(A.2.4)),
OL(Z' v\ p') = 5 0v="Vou, (2.17)

note que al proceder de ésta manera, el minimizar £ es equivalente a minimizar
Jn, por lo cual de aqui en adelante toda la deduccién del algoritmo se basara en
el funcional 7, de (2.6).

Mientras la funcidon de control no sea la 6ptima, la variacién (2.17) no sera nu-

la, si éste es el caso, entonces existe una funcién de control v*™! tal que:
jh<§i+1<yi+l)’yi+l) < Jh(gi(yi).yi), (218)

Para encontrar la funcion de control v**! con la propiedad (2.18) utilizamos el

siguiente esquema de actualizacion de v':
vt = v +a'd, (2.19)

donde o' es un escalar y d' es un vector que se denomina direccién de busqueda.
El valor de o en cada iteracion, se obtiene de tal manera que el funcional 7,

sea minimo en la direccién d' es decir:

d<jh

i+1 ,i+1
(zit1pitl)

— =0, (2.20)
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ésta condicion se denomina de maximo descenso. El valor del incremento se
puede obtener expandiendo el funcional 7, entorno a v¢ utilizando la férmula de

Taylor (o con la deduccion alternativa (A.2.3)), como sigue:

. . 1
Til g = Tl + 0 (Tl oy @) + 50 (&, P2 sy @) (2:21)
y aplicamos la condicion de maximo descenso (2.20), luego tenemos:
0= (Vi) &) + (@) (&, 92T o ). (2.22)
por tanto:
o' = — = , (223)
(&', Hd')

donde H := V27,

(=i €8 la matriz hessiana del funcional.
Note que al aplicar la condicion de maximo descenso (2.20) estamos ha-
ciendo que el gradiente del funcional (2.5) sea ortogonal a las direcciones de

busqueda anteriores (véase apéndice (A.2.1)), es decir:

vJ"

d=0 Vj=0,1, (2.24)

Z’L+1 ,Uz+1

Para simplificar la nomenclatura al gradiente del funcional (2.5) en la iteracién

i lo denotaremos como sigue:

g :=VJ,

(2.25)

(zf0%)

El Método Gradiente Conjugado utiliza un conjunto de direcciones de busque-

da ortogonales respecto a la matriz hessiana del funcional [26] (vease apéndice
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(A.2.1)), es decir:
(& Hd) =0, j=0,1,---,n, Vi#j (2.26)

A continuacion construimos las direcciones de busqueda utilizando el procedi-
miento de Ortogonalizacién de Gram-Schmidt (vease apéndice (A.2.2)), usando
la definicion 2.2 de producto interno (-, - ).

La primera direccién tomamos como la direccidén contraria al gradiente del

funcional (2.5), es decir:

d’ = —¢°, (2.27)

y las siguientes direcciones como sigue:

a4+ = _gi+1 +gid, (2.28)
donde 3’ es:
. (gt HA
=y .

o0 equivalentemente mediante la férmula de Fletcher-Reeves [26]:

i+1 Z'Jrl)

(99

i d 2.30
TG (239

Por ultimo, la correccion de las funciones de control se realiza (proceso i-
terativo (2.19)) hasta satisfacer algun criterio de parada. El criterio de parada

que consideramos en este trabajo consiste en evaluar la norma del gradiente del
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funcional para verificar si se cumplen las condiciones de optimalidad de primer

orden, en el contexto de este trabajo el criterio de parada a utilizar es el siguiente:

—0“ < tol, (2.31)

=Y

N

donde tol es un real positivo.
Entonces el Método Gradiente Conjugado (GC) puede resumirse en el si-

guiente algoritmo:

Algoritmo GC (2.4)

Sea v € R? x [t,, t/] arbitraria.

—h

2 =0, Calcular el gradiente del funcional ¢

. (©)
3 mientras %l < tol

4 if i = 0 then,

5 d® = —g®
6 else
7 26+ — gy 4 @ HAY)
(d®, Hd®)
8 end
() 00
1) — o0 4 97:9")
9 v v +(d<z‘>7Hd<z'>)d

11 =i+1
12 end
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Gradiente del funcional

El gradiente del funcional (2.5), obtenemos utilizando el método del adjunto
[24]. Este método consiste en obtener el gradiente del funcional utilizando el
estado adjunto. Entonces a partir de una funcién de control arbitraria obtenemos
el estado =’ resolviendo las ecuaciones de estado (2.13) y luego el estado adjunto
p' resolviendo las ecuaciones del estado adjunto. Luego podemos calcular el

gradiente del funcional mediante la siguiente expresion:
g ' =rRy' — Bpp' para t, <t <ty (2.32)

donde la obtencién de ésta expresion puede encontrarse en el apéndice (A.2.4).
Finalmente la obtencién del gradiente del funcional a partir de una funcién de
control arbitraria puede expresarse como la solucion del sistema sistema de

EDOs:
Mpz' = Apz' + Bpo' + ¢, para t, <t <ty,

gi (to) = Zga

N\~

Myp' = —App' + qMy(z' — §), para ¢, <t <ty, (2.33)

p(ty) = —s(2'(ty) — ylty)),

\

g' =rRy' — Byp' para t, <t <ty

\

Producto de la matriz Hessiana por la direccion

En el paso 10 para obtener o' es necesario calcular el producto de la ma-

triz hessiana H por la direccion de busqueda, para ello utilizamos el siguiente
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sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (véase apéndice (A.2.5)):
(

th = A + Bpd'+, para t, <t <ty

P (to) =0,

\
(

MhéZZ—Ah%;+thyi, para t,<t<t; - (2.34)

| 4 (t) = —sti(ty),

Hy' = rR,d — Byl para t, <t <ty

\

donde ¢ y 7, son funciones auxiliares.

2.4.1. Discretizacion temporal

Para hallar una solucién numérica aproximada mediante una plataforma com-
putacional del sistema de ecuaciones diferenciales (2.13), (2.14) y (2.15) por lo
general se realiza una discretizacion del dominio temporal.

La discretizacién temporal consiste en dividir el intervalo [t,,¢] en [ sub-
intervalos de tiempo iguales, con pasos de tiempo 7 = (t; — t,)/(I). Asociados a
éstos sub-intervalos de tiempo, tenemos a los nodos que seran denotados como
sigue: t;, = t, + [ 7. Asumimos que las funciones de control, las variables de es-
tado, los valores de referencia y las variables adjuntas son constantes en cada
sub-intervalo (f,_y,%)], 1 <1 < L.

A continuacién realizamos la aproximacién de las derivadas de las variables
de estado 2, en ¢, mediante el método de Euler implicito (Backward-Euler) (véase
[19]) y derivadas de las variables adjuntas p, en ¢, mediante el método de Euler

explicito (Fordward-Euler) (véase [19]).
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Ecuaciones de estado discretas
La aproximacion de la derivadas de las variables de estado 2 en el tiempo ¢,

a partir del paso de tiempo 7, se realiza mediante la siguiente expresion:

) = z2(t) — z(ti-1) I (2.35)

T T

Reemplazando la expresion (2.35) en la ecuacion (2.13):

M, (M):Ahzl—f—Bhvquch, vl<li<i (2.36)

T

donde z, = 2.
Entonces si definimos las matrices Fy := M, — 7A, y Fy := M), podemos
obtener los estados z V1 < [ < [ utilizando la ecuacion (2.36), a partir del estado

inicial 2{, las perturbaciones ¢, y los valores de las funciones de control v; :=: v ()

mediante el siguiente esquema iterativo:

Esquema lterativo para obtener el estado

1 =20
2 desde!/=1hastal
3 Fizp=Fyz 1 +7Byru + 7y,

4 fin-desde

La aproximacion de las derivadas de las variables adjuntas p en el tiempo ¢

se hace mediante la siguiente expresion:

p(tis1) — p(ty) _bi—p

]—j(tl) - T B T

(2.37)
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Reemplazando la expresion (2.37) en la ecuacion (2.14):

M, (le _pl) = A+ aMy(zn—5), VO<I<i-1 (238

T

donde t; =ty y p; = —s (2 — 4).

Entonces podemos obtener el estado adjunto p, V0 < | < [ — 1 utilizando la
ecuacion (2.38), a partir del estado adjunto final p;, los valores deseados 7,
luego de haber obtenido el estado actual mediante (2.4.1) y los valores de las

funciones de control v;:

Esquema lterativo para obtener el estado adjunto
1 p=—s(5—-17)
2 desde/=1[—1hasta0
3 Fipy = Fopiyr — 7q My (2 — )

4 fin-desde

Luego podemos agrupar los valores del estado, del estado adjunto, los valores
deseados y las funciones de control definiendo el vector de estado discreto z €
Ré*! , €l vector de estado adjunto discreto p € Ré*! , el vector de valores deseados

§ € R y el vector de control discreto v € RExI

z= [z 2 z[T}T, v=[vf vy vZT}T,
T T r 17 =~ ~T T ~71T
p= [po P ---pl;l] s y=log a0, (2.39)
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Gradiente del funcional discreto
Consideramos ahora la discretizacion temporal de la expresion (2.33), la cual

se transforma en el siguiente esquema iterativo:

/

2o = zg, Fizp=Fyzi1+71Byv+71e,,Vi=1,---, i,

pi=—s(z— ), Fip = Fopr —mq My (2 — i), ¥1=1—1,--- 0, (2.40)

\
donde VJ; € R?. Luego si agrupamos los gradientes de cada tiempo en un

vector g = V.77 € R?' como sigue:

T
g=VIy = (VI VI - (VT (2.41)
y si definimos la matrices G € R?*# y N € Ril*#l ;
T Rh Bh
r Rh Bh
G = s N = )
r Rh Bh
(2.42)
luego, el esquema (2.40) toma la forma:
(
z0 = zé‘, Fizp=Fyzi 1 +7Byv+71ep,, Vi=1,---, Z,
pi=—5(—0), Fipm=Fopyr —7q My (2o —3), V= [—1,---,0, (2.43)
gl = Gvi — NTpi
\
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Producto de la Matriz Hessiana del funcional discreto y la funcion de
control
Con un procedimiento analogo al utilizado para obtener la expresion (2.43)
obtenemos la discretizacién temporal de la expresion (2.34) toma la forma:
(1%:0rﬂq:l%m4+¢BMMVl:L~-j,
Uy, = =¥y, Fithy, = Fythy,,, —TqMythy, Vi=1—1,--+ 0, (2.44)

Hd' = Gd' — N7¢)

\

donde los vectores d’ € R?' y ¢, € R% corresponden a las discretizaciones tem-

porales de d' y %Z respectivamente. Finalmente el Método Gradiente Conjugado

en forma discreta puede expresarse como sigue:

Algoritmo GC discreto (2.4.1)
1 Sea v’ € R?” arbitraria.

i = 0, Calcular el gradiente del funcional g(®

mientras 8] < {0

2
3 [
4 if i = 0 then,
5 d = —g!
6 else
2, T 7
. . g Hd .
7 ditt = —gt : -’
g + dz,THdz
8 end
gi,Tgi
+1 _ 2 i
9 QJF _y+di,THdi

10 gl=g' +a'Hd

M1 i=i+1
12 end
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CAPITULO 3
ALGORITMO PARAREAL

En el capitulo anterior presentamos el problema de control éptimo (2.6), y re-
solvimos el mismo mediante el método del Gradiente Conjugado. En éste capitu-
lo se realiza una paralelizacion temporal del problema (2.6) con el objetivo de
resolverlo en plataforma distribuida, reduciendo asi los costos computacionales.
La resolucién se realiza nuevamente con el método del Gradiente Conjugado, y
para acelerar la convergencia del mismo utilizamos el algoritmo Pararreal pro-

puesto en [1].

3.1. Formulacion Matematica

Por comodidad, re-escribimos la ecuacion (2.1)

= [f(zut), para &, <t <ty

2(t,) = 2", (3.1)

donde, v € R? X [t,, t], z € RI X [to,ts] Y [ REX RP X [t,,t7] = R X [t,, ty].
Ahora, dividimos el dominio temporal [t,, ;] en sub-intervalos de tamano

_ ty—to.
AT = 4=

fJOITO<T1<"'<Tk:k’AT<Tk+1<"'<Tf€:tf
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Entonces definimos los estados {z,, 21, - , 2k, - - , 2;_, } de modo que

2k € R? x [T}, Tj41] sea la solucion de:

2, = f(ﬁa%a t) te [TkaTk-i-l]?

>

k=01, k—1 (3.2)

E(le> = Z,
La solucién de (3.2) sera también solucion de (3.1) siy sélo si, para cualquier

~

k=0,1,---, k—1secumple que:

2 = z Vit € [Ty, Titl,
v, = v YVt e[l Tl y

Zr = 2(Th). (3.3)

La condicion impuesta en la ecuacion (3.3) establece que el estado z; definido
en el sub-intervalo [T}, T;.1], coincida en el tiempo final con la condicién inicial

del estado 2,1, dicho de otra manera, satisfacemos (3.3) si y sélo si:

ZOZ —1To: o) k:()a
z1(To) = 2(to), s 34

Zk:Zk_l(T];), Sik:1,2,-~~,l%—1.

Notemos que con la divisién del dominio temporal en & sub-intervalos, esta-
mos reduciendo el tamafo del problema (3.1), en k problemas mas pequefios

(3.2), este proceso introduce al problema de control una restriccion adicional
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(3.4), entonces el problema de control 6ptimo (2.6) queda como sigue:

(

Tk+1
minimizar 7 (zy, vg, Zk) = Z/ (rllvell%, + allze — Gill3s, ) dt

S -
+§ 271 (T3) — 031 (T3,) H?M;Lu

, \ (3.5)
2.119 = f(@a Vg, t)? S [Tk’aTk-i-l]a

sujeto a 2(TF) = Z, k=01, ,k—1.

\ \ - Vs

Ahora aproximamos el problema (3.5) a un problema con menor cantidad de
restricciones, esto realizamos penalizando el incumplimiento de la ultima restric-

cion de (3.5) en nuestro funcional de costo, entonces éste queda como sigue:

fe— T,
1 s -
Tlww ) = 33 / (s, + allzs — G2, )
k=
1 k-1
5z (T) = iy (T, + 52 52 a7 2 = () = Al
donde ¢ es un escalar positivo.
L 1 _ ) . o
El término 28Wﬂzk,l(Tk ) — Zi|la, €s el que impone la penalizacion del
incumplimiento de la restriccion 7, — z,1(T;) = 0Vk = 0,1, -+, k— 1. El
parametro ¢ es el factor de penalizacion.

Entonces, para resolver problema (3.5) en forma paralela, tenemos que re-

solver el siguiente problema de control 6ptimo.

Juan Fleitas Diego Stalder
41



Universidad Nacional de Asuncion Facultad de Ingenieria

Trabajo Final de Grado . Ingenieria Electrgnica
DESARROLLO DE UNA APLICACION PARALELA EN EL TIEMPO PARA LA SIMULACION Y

CONTROL DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS

PROBLEMA P2, Problema de minimizacion con restricciones

. 1 Tt _
minimizar 7 (.0, ) = 5 3 [ (sl + ol - ) de

+3 ||212;—1(T1%) — g1 (T}) ||?v1h

+261AT sz*1<Tk:7) - ZkH?\/I;La

sujetoa ¢ o k=01, ---,k—1
2(Ty)) = Zi

3.2. Condiciones de Optimalidad

Para convertir el problema P2 (3.6), en un problema de minimizacion sin res-
tricciones, definimos el funcional Lagrangiano (£), tomando la misma considera-

cién del capitulo anterior, respecto a las ecuaciones de estado (2.13):

k-1

Trt1
min 5(2727Z7£)ﬁ) = \7(2727Z)+Z/ ]i(Mhﬁ_Ahﬁ_Bh%_ch)dt
k=0 v Tk
k-1
Sl (1) - 2. 3.7)

£
I

0

Minimizar (3.7), es equivalente a minimizar (3.6). La solucién que minimiza
éstas, es la que minimiza (£) en cada sub-intervalo [T}, Ty.1], V£ =0, 1, - - - | k—1
y la denominamos z;(t), vi(t) y Z;. En las ecuaciones siguientes escribiremos z;

y vj, para referirnos a z;(t) y vj(t) respectivamente.
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La variacion total de primer orden 4L tiene la forma:

E—1 k-1 E—1 k-1
oL 0 oL Y oL
— E iad -~ =57 § hdad =~
oL 2 O oz + 2 0 ovg, + 2 97, 04, + 8pk opr + . 8_ 0Nk

Las condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) son obtenidas
anulando la variacion total de primer orden JL£ al ser evaluada en los valores zj,
vy Y Zj, (véase [22], [23]). Por simplicidad, la evaluacion en la solucion optima

‘i%zfé representaremos por |. en las ecuaciones siguientes.

oL 0 oL
k=0 "= k=0 | k=0 .
k-1 k-1
oL oL
+ > 2| et > a—| ok =0. (3.8)
—o Pkl o Ome| =

Las distintas derivadas parciales del funcional £ son calculadas utilizando la
definicién (2.1). De la ecuacién (3.8) obtenemos las siguientes condiciones de
optimalidad:

Ecuaciones de Estado

oL .

| = Mha— s B-a)l, =0 te [Tl

oc

5_77k = (a(T})) — Z) =0 (3.9)
donde k € {0, 1,---, k—1}.
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Estado Adjunto
(
ar (Mh@+Ah@—th(ﬁ_@))|* =0 t€ [Tk T,
- \ (@(Tk_ﬂ) + &%%(ﬁ(Tk_‘i’l) - Zk+1)) |* =0,
Vk =01, ,k—2
)
o (Mg + Aoy = aMilzey = Gia) )| =0 € [Ty, T
o = (3.11)
k—1 % ~
| (pia(T) + 5 (5T — 5 (1) )| =0,

Condicion de Euler

o
vk

= (rRyve — Bipe)|, =0 t € [Tk, Tera]

*

oL

2% =0

*

= () + Fraa @) - 20)
La deduccién de las condiciones de optimalidad (3.9), (3.10), (3.11) y (3.12)

se encuentran en el apéndice (B.1).

3.3. Meétodo de Solucion del Problema de Control Paralelo

En la seccién 3.1 planteamos el problema de control 6ptimo P2 (3.6) de modo
gue pueda ser resuelto en varios procesos computacionales, o dicho de otra
manera para ser resuelto en forma paralela. Como podemos ver el conjunto de
ecuaciones (3.9), (3.10), (3.11) y (3.12), son equivalentes a (3.6).

En esta seccion presentaremos un método para hallar la solucién de (3.6)
utilizando nuevamente el método del Gradiente Conjugado. Corrigiendo ahora
en forma iterativa dos variables arbitrarias, la funcion de control v_,g y las condi-

ciones iniciales Z; introducida en la seccién 3.1. Una vez arbitrado ambos valo-
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res, obtenemos zj (v}.z;) de la ecuacion (3.9) y pj (+.z;) de las ecuaciones (3.10)

y (3.11). En consecuencia la variacion de primer orden del Lagrangiano £ (3.8)
es igual al gradiente del funcional J (3.6) al ser evaluados en zj, vj, Z;. Y pj, @

los que representaremos por |; (véase Apéndice (B.2)).

T

oL
5L = i ¥ §Z
L 2 8% Uk + Z 8Zk k
k—1 k-1
= > Vo J| wt+ > Vs J| 6Z (3.13)
k=0 . k=0

7 7

tomando cada sub-intervalo por separado y expresando la ecuacion (3.13) en

forma matricial tenemos:

T T
gTi, , OUk Vo, J| Oy )
Yk |; — i . Vk=0,1,---,k—1, (3.14)
%i 0Zk V2. Il 02y,

la ecuacion (3.14) nos indica que minimizar £ (3.8) es equivalente a minimizar 7
(3.6), por lo que en adelante trabajaremos Unicamente con el funcional 7 (3.6)
para obtener nuestro algoritmo.

Notemos que el gradiente del funcional V.7 del problema (3.6) posee dos
componentes VJ = [VEJT V2, I T, que son obtenidas a partir de las de-
rivadas totales de J respecto a las variables independientes v, y Z; respectiva-
mente (véase Apéndice (B.2)). Y mientras las variables v_,g Z! arbitradas no sean
la solucion 6ptima, el gradiente del funcional de la ecuacién (3.6) no sera nulo,

entonces podemos encontrar un nuevo valor v, 7, tal que:

VI (5 w2, vi 25 < VI (2hei ), vk Z), (3.15)
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en el cual el esquema de correccion es el siguiente:

v,i“ = U_,i%—aidv}; Vk =0,1,---, k—1,
7 = Ziyaldsd Yk =1,2, -, k—1, (3.16)

donde o' es un escalar obtenido del mismo modo que se obtuvo en (2.20); dvy, ¥
dz;, son las direcciones de busqueda para v;, y Z;, respectivamente.

Al gradiente del funcional V.7 en la iteracion i lo denotaremos por:

9, = Vﬂﬁiv%ziﬂi’
9k
_ (3.17)

gzy,

entonces el valor de o’ es:

B

-1

(9% d3)

af == (3.18)
(dy, H d)

=0

(]

s

>
[

=

=

donde d;, = [dUkT deT}T, y H = sz

b zie, €9 la matriz Hessiana del
funcional (3.6).

A continuacién construimos las direcciones de busqueda de (3.16) de modo
que sean ortogonales respecto de la matriz Hessiana, que es como utiliza el
algoritmo del gradiente conjugado.

La primera direccion, tomamos la direccidén contraria del gradiente del fun-
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cional, es decir:

& = —g)
dv? gvy
_ (3.19)
dzg 922
y las siguientes direcciones con el siguiente esquema:
dvli€+1 = _gU]ingl +ﬂzd'U]l€ Vk = 07 17 T ]%_ 1’
dZit' = —gZ + Bldz, Vk =1,2,- k-1, (3.20)
donde
k-1
> (g Hdy)
i = =0 _ (3.21)

ESSS

-1
(dj,, H d,)

0

b
Il

El algoritmo corrige las funciones de control y las condiciones iniciales (3.16)
en forma iterativa, la correccion se realiza hasta cumplirse algun criterio de para-

da, en el contexto de este trabajo el criterio de parada que utilizamos es el si-

guiente:
HgOH < tol, (3.22)
19°

donde g := [go” @” -+ g, T}T.

Como podemos ver, utilizamos el mismo esquema del algoritmo (2.4.1), con

algunas modificaciones que detallamos a continuacion:
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Algoritmo GC paralelo (3.3)
1 Sean i’ € R? x [t,, t/] y Z° € Ri*=D valores arbitrarias.

2 Obtener z)y p}

3 i =0, Calcular el gradiente del funcional ¢

4 mientras ““Z’;H < tol

5 if : = 0 then,

6 dj, = —gj,

7 else

8 dvi = —gvi + Bidvy !
9 dsl, = —gzi, + B'ds "
10 end

11 it =o' 4 aidi
12 7 = 7' + o'dy,
13 ¢l =g + o' Hd’
14 i=i+1

15 end

Notemos que en el algoritmo (3.3), los valores de vy, px, v Y Z, asi como las
direcciones de busqueda respectivas son calculados Vk = 0,1, --- , k— 1l en k
procesos computacionales en forma paralela. En otras palabras los calculos para

cada valor de £ se realizan en forma simultanea en un proceso computacional

distinto.
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Como podemos observar en el algoritmo (2.4.1), luego de estimar un valor
inicial para la funcién de control v, y para las condiciones iniciales Z, procede-
mos a resolver la ecuacion de estados (3.9) y los estados adjuntos (3.10) y (3.11)
en cada sub-dominio [T}, T}1]. Para ello en cada sub-dominio utilizamos la mis-
ma discretizacion temporal hecha en la seccion (2.4.1), entonces z, vk, Uk Y Pr

discretos tienen la siguiente forma:

T T
T T T T T T

Z, = [Zk,l Rk2 " Zk’[} y Vi = [Uk:,l Vg2 " Uk’[} )
T T 17 ~ T T 1T

Pr = [pkg Pr2 "'pkj] v Yk = [yk,l Yo - yk,j} ) (3.23)

La ecuacion (3.23) indica que cada sub-dominio [T}, T}..1] dividimos en [ in-
tervalos iguales, donde el paso entre intervalos es 7 = (T}1 — 1})/I, y cada
nodo asociado a estos intervalos de tiempo son denotados como t;; = T}, + [ 7.
Entonces la ecuacion de estados (3.9) discreta, tiene la misma forma que la

ecuacion (2.36), es decir:

Mh (M) = AthJ—FBhUk’l—l-Ch, lZO, 1,~--,Z—1;
Zk70 = Zk (324)
Utilizando las matrices Fy := M, y Fy := M, — T7A;, podemos obtener los

estados z;,; mediante el siguiente esquema iterativo:

Zko0 = Ly,

Fizgy = Fozpi1+ 7Byvgy +7cp; paral=1 hastal (3.25)
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Del mismo modo, los estados adjuntos (3.10) y (3.11) discretos tienen la si-

guiente forma:

My, (M) = —Ahpk,l + th(Zk,l - gk,l)a [ =01, Z— I;
1 R
pk,f = _gAT(Zk,i_Zk+1) Vk:0> 17 Ty k_27 (326)
Piri = —S(z_10 = Tio1d)-

Entonces podemos obtener el estado adjunto p,; mediante el siguiente es-

quema iterativo:

1 R
Dri = _—gAT(ij— Zyv1) Yk=0,1,--- k=2,
Pi1j = _S(Zi%—l,i - @E—L[)?
Flpkyl = FokaJrl —Tq Mh(ZkJ — gjk,l); para [ = Z— 1 hasta 0. (327)

Las ecuaciones (3.25) y (3.27) son resueltas en forma simultanea en i proce-
sos, donde cada proceso resuelve el sub-dominio [T}, Ti1] parak = 0,1, ,k—1
respectivamente, de esta manera hallamos el estado = en todo el dominio [t,, t].

El siguiente paso del algoritmo (2.4.1) es calcular el gradiente del funcional
VJ evaluando en los valores z;, v, pj, ¥ Zj, €l cual es denotado por g;. El gra-

T
diente del funcional tiene dos componentes es decir, V.J = |V, J" V3 J"| ,

los cuales calculamos por separado. Primero calculamos g—i:

DJ DJ DJ 9z

=22
Du Dv Dz Ovy’ ~
Yk Yk “k Y7k k=01, k—1. (3.28)

Vo J =1 Ryox — By pr
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entonces:
gu =7 th_,i — B,?p_z, (3.29)

Discretizando la ecuacion (3.29), utilizando los vectores v y p, obtenemos

gvi mediante el siguiente esquema iterativo:
gupy =T Ryup, — ngz’l; para ! = 1 hasta [. (3.30)

Ahora calculamos 2
k

DJ DJ  DJ 0

= +
DZ DZ Dz, 07, 7
k k Zk 02k k=0,1,---,k—1.,(3.31)

Vg J = —Mh@(T;j) — ﬁMh (Zk—l(T];) — Zk)
entonces:

M (A1) - 2) (3.:2)

gz, = —Mpi(T{F) - A

Al considerar el vector discreto p;, y de la ecuacion (3.26) podemos ver que:

Pko = &(le)v

1
Pr—1i = TZAT <Zk71(T;Z) - Zk) ; (3.33)

Entonces la ecuacion (3.32) discreta queda como sigue:
95 = My (—vho+pi_,;). (3.34)

La deduccion de las ecuaciones (3.28) y (3.31) se encuentran en el apéndice

(B.2).
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Para calcular o' y "', necesitamos calcular H d:, el cual calculamos re-

solviendo las siguientes ecuaciones (véase apéndice (B.3)):

( (

U(T) = dz, )
VE=0,1,--, k—1.

\ My = Apiy + Bpdvj,

~

Voo (Tiy) = =27 (W(Tiyy) — dzgyy) VE=0,1,--- k=2 (3.35)

U, (T}) = = (%(T;;))

L My, = —Antp, + q Matbi

donde v, y ¢, son variables auxiliares. Luego el producto Hd_;‘C es:
dv} r Rudvy, — Bj by,

H = (3.36)
dzt Myt (T{) = M, (wk,l(T,;) - dz;;>

Discretizando (3.35) del mismo modo realizado en (3.24) y (3.26) podemos hallar

H dj, en forma iterativa como sigue:

(

Y1 = dz),
Fiyy = Fotbyy1 + 7Bydul,;  paral=1hastal
\

~

,
Up o = —sar (Ui — dzhyy) V=01, k-2 (3.37)

Vo = —SVioi

| P, = Fotbyy,,, — Ta Mpthyy;  paral=1—1hasta0

\

luego H di discreto es obtenido mediante el siguiente esquema iterativo:

H, dv,il =r thv,il - B;;¢Pk,l .
paral=1hastal (3.38)

HZ dZL — Mh(_¢pk,0 + wpkfl,[)
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Notemos que para obtener a y 3 en el algoritmo (2.4.1), los k procesos com-
putacionales calculan los valores (gi, Hd}), (di, Hd:) y (g;, d.) para
k=01, k-1 respectivamente, luego envia los valores calculados a los k—1
procesos computacionales restantes, y de este modo cada uno de ellos calculan
o'y 1. Para luego actualizar las funciones de control v y las condiciones
iniciales Z,*'.

El algoritmo realiza el proceso ya descrito en forma iterativa, hasta que se
cumpla con el criterio de parada. Luego calcula el estado z, con los valores de

v Y Z; ya obtenidos, encontrando de este modo el estado 6ptimo z; buscado.

3.4. Gradiente Conjugado Precondicionado

En la seccion anterior se presenté el algoritmo del gradiente conjugado como
método de solucién del problema de control paralelo P2 (3.6), este método pre-
senta un bajo costo computacional, ademas posee buena estabilidad numérica.

La velocidad de convergencia del algoritmo depende del condicionamiento
de la matriz Hessiana H. La matriz H del problema (3.6) no posee un buen
condicionamiento, lo que genera que el algoritmo (2.4.1) converja lentamente a
la solucién optima.

Para mejorar el condicionamiento de la matriz H utilizamos la técnica denomi-
nada precondicionamiento y asi acelerar la velocidad de convergencia del algo-

ritmo gradiente conjugado. La matriz P llamada matriz de precondicionamiento,
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que presentamos en esta seccion fue propuesto en [1] y se denomina algoritmo
pararreal.

A continuacion deduciremos la matriz P del algoritmo pararreal, para ello ex-
presamos la diferencia entre el estado final de un sub-dominio y el estado inicial
del sub-dominio siguiente, al cual llamamos saltos.

Esta diferencia es obtenida marchando la malla fina, como puede observarse

en la siguiente figura.

Figura 3.1: Temperatura calculada en forma Paralela.

Fuente: Elaboracion Propia.

Para que la solucion de la ecuacién de estados calculada en cada sub-dominio
sea equivalente a la solucion de la ecuacion de estado calculada de forma se-
cuencial, se debe cumplir que los saltos Sy, S, -+, S;_,, que se ilustran en la
figura 3.1 deben ser iguales a cero.

Entonces podemos expresar éstos saltos mediante la siguiente ecuacién ma-
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tricial (véase apéndice B.4 ):

I Z So + FarZy
—Far 1 Zs S
—Far 1 Zj_y Si—2
CZ = S, (3.39)

donde Fa, = (F{ o)y S = 7 S (Fy Fo) D F Y (B, + o).

El valor de Fa, se obtiene calculando el estado en cada punto de la malla
fina, el cual consiste en la discretizacion de la malla gruesa, como se puede ver
en la figura 3.1.

Del mismo modo podemos utilizar Fx. para hallar el estado adjunto como se

ilustra en la siguiente figura:

fArP i “7:3' s

Ll W)

..ﬁ : =2l fii’lpﬁ—lj

Figura 3.2: Estado Adjunto en Paralelo. Fuente: Elaboracidén Propia.

El gradiente de las condiciones iniciales V7 dado por la ecuacién (3.34),

podemos expresar como una relacion entre el valor final del adjunto
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Pri = a7 (zi — Ze+1) Y los saltos del estado adjunto S, como se ilustra en la

figura 3.2, es decir:

ZO,Z — Zl FOSpl
27— ZQ F()S
V,J = CTK H . " (3.40)
Rh_o] ™ Zj F0<Sp,;,_1 + —FZTPE—L[)

donde S, = 7¢ Zizl(FleO)([_i)Ffth(Zk,lli + Jpizi)s

1
eAT FO

eAT

1
eAT FO

utilizando la ecuacion (3.39) en (3.40) tenemos:
VzJ =CTKCZ —F, (3.41)

donde F = CTKS + S,,.
Notemos que para hallar las condiciones iniciales Z; del problema (3.6), se
debe cumplir que VJ sea igual a cero. Entonces para hallar Z; tenemos que

resolver la siguiente ecuacion matricial:
C'KCZ-=F, (3.42)
para resolver esta ecuacion podemos invertir el producto de las matrices CTKC,

lo cual presenta un elevado costo computacional, pues necesitamos obtener Fa,

y éste se obtiene marchando la malla fina.
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Una forma aproximada de obtener Z es por medio de la discretizacion de la
malla gruesa por el método de Euler Implicito (Backward Euler), como se ilustra

en la figura:

gcATI‘Z];_a GATIZ]}_l

Lt - - -

Y Y Y
AT AT AT

Figura 3.3: Estados malla gruesa. Fuente: Elaboracién Propia.

La discretizacion se realiza utilizando pasos del tiempo de tamano AT, y ex-

presamos como sigue:

L1 — 4
Mh%jﬂk = AnZpp1 + Brug g + cn,

Zpp1 = (My — AT Ay)*M,Zy, + (M), — AT Ah)‘lAT(Bhykp + cn).

Entonces la aproximacion de Z podemos expresar mediante la siguiente ecuacion

matricial:

(@l
N
I

\.ml
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donde:

—Gar 1

(@l
I

Gar = (M, — AT Ay) ™' M,,. (3.43)

—Gar 1

Notemos que C es una aproximacion de C, ademas invertir C presenta un
bajo costo computacional, debido a que Gar puede obtenerse inmediatamente.
Entonces para acelerar la convergencia del algoritmo gradiente conjugado uti-

lizamos la siguiente matriz como precondicionador:
P=C'KC. (3.44)

Luego modificamos el algoritmo 3.3 para que utilice el precondicionador P
de modo a acelerar la convergencia del Gradiente Conjugado, este algoritmo es

llamado Gradiente Conjugado Precondicionado y se detalla a continuacion.

Algoritmo GC paralelo precondicionado (3.4)

1 Sean® € Rk y 70 ¢ Rik-1) arbitrarias.

2 | =0, Calcular el gradiente del funcional g°

3 mientras H:;"" < tol

4 g =g P'gy"
5 if i = 0 then,

6 d'=—g
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7 else
i T 7 7i
. . gy Hd
8 dtt = —gt 4+ 22___ '
gp + dz,THdz
9 end
10
i+1 i iT
ias B Q() . g,Tgp p
o i, T i
Zi+1 YA d Hd
11 gi—i-l — gz‘ + Oéini
12 i=¢+1
13 end
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CAPITULO 4
RESULTADOS NUMERICOS

4.1. Control 6ptimo del transitorio térmico de una placa de circuitos elec-

tronicos mediante un sistema de enfriamiento en los bordes

El control 6ptimo del transitorio térmico de una placa de circuitos electronicos
con un sistema de enfriamiento en los bordes es modelado por la ecuacion de
conduccion de calor con condiciones de frontera de Neumann [20]. Consecuente-
mente controlar éste transitorio involucra la solucion de una ecuacion diferencial

parcial parabdlica.
4.1.1. Ecuacion de conduccion de calor con condiciones de frontera de
Neumann
Para enunciar correctamente el problema introducimos la siguiente definicion:

Definicion 4.1 (Espacio de Lebesgue L?(12)). Se define como el espacio de fun-

ciones cuadrado integrables sobre ().

LQ(Q)::{f:Q%Ry/Q\f]2dx<oo} (4.1)

Para modelar el transitorio térmico de un circuito térmico consideramos la

ecuacion de conduccion de calor obtenida a partir de la ley de conduccién de

Juan Fleitas Diego Stalder
60



Universidad Nacional de Asuncion Facultad de Ingenieria

Trabajo Final de Grado . Ingenieria Electrgnica
DESARROLLO DE UNA APLICACION PARALELA EN EL TIEMPO PARA LA SIMULACION Y

CONTROL DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS

calor de Fourier y el balance energético.

La conduccidn, la conveccién y la radiacion son los tres modos de transfe-
rencia de energia térmica en los cuerpos materiales, debido a la diferencia de
temperatura entre ellos.

La conduccién de calor es un modo de transferencia de energia térmica por
contacto directo entre moléculas que estan a diferentes temperaturas y es debida
al movimiento de los electrones libres presentes en las moléculas.

La transferencia de energia térmica se rige por la ley de conduccién de calor
de Fourier, que establece que el flujo de calor ¢ es proporcional al gradiente de
temperatura Vz [19].

Expresado en:

7 = —\Vz. (4.2)

donde z es la temperatura, y A la constante de proporcionalidad, es la conduc-
tividad térmica del material.

La ecuacién (4.2) expresa que la energia térmica fluye desde las regiones
con mayor temperatura hacia las de menor temperatura.

Este flujo de calor depende fuertemente de las propiedades fisicas del medio,
especificamente de la conductividad térmica \ de los materiales, dandose lugar
en solidos, liquidos y gases, siempre que exista diferencia de temperatura.

Consideremos un cuerpo determinado por un dominio Q C R?, cuya frontera

es una superficie I' = 02 como se ilustra en la siguiente figura (4.1).

Juan Fleitas Diego Stalder
61



Universidad Nacional de Asuncién Facultad de Ingenieria

Trabajo Final de Grado . Ingenieria Electrgnica
DESARROLLO DE UNA APLICACION PARALELA EN EL TIEMPO PARA LA SIMULACION Y

CONTROL DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS

PLLLLLELE

tn

— popoooooo |
| ooooooooo |
., | ooooooooo |
s | oooopoooo |
o —| 000000000 |- «— ).
—'"| ocoooooooO |7
— | ocoooooooo | <
| opooooog | O
. |[ooooooooo | -

Figura 4.1: Ejemplo de aplicacion: Control de temperatura de circuitos elec-

tronicos. Fuente: Elaboracién Propia.

La energia térmica en un dominio la expresaremos en funcion a la densidad

de masa o y a la densidad de energia e del material que ocupa el dominio.

Ei= /QedQ. (4.3)
Q

La variacion de energia en el dominio con respecto al tiempo es:

dEi  d
ez _ 4 Q. 4.4
i o ), (4.4)

La densidad de energia e , puede ser expresada como el producto entre el

calor especifico del cuerpo ¢, a presion constante y la temperatura z, es decir:

e(x,y,t) = cp(x,y) 2(z,y,t), (4.5)
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donde ¢, el calor especifico es una propiedad fisica de los materiales que de-
termina la capacidad de una sustancia de transferir la energia cinética de sus
moléculas a otras moléculas adyacentes 0 a substancias con las que esta en
contacto.

Luego teniendo en cuenta (4.5) las expresiones (4.3) y (4.4), quedan como:

dEn dz
= df. — = — df). 4.
Ei /Qgcpz y 7 /Qgcpdt (4.6)

La energia entrante al cuerpo se obtiene mediante la siguiente integral de
superficie, entre el flujo de calor y un versor diferencial de la frontera d? = 7drl,
donde 77 es el vector normal al diferencial de la frontera, consecuentemente la

energia entrante es igual a:

Ee:/mj-d? (4.7)

La energia térmica total generada E, en el dominio se obtiene integrando
la funcion ¢ que representa las densidad de energia térmica generada por las

fuentes presentes en la regién de estudio.

E, = /Q cdS) (4.8)

La ecuacién de balance de energia térmica en un cuerpo deriva de la ley de
la conservacion de energia y establece que la variacion de energia con respecto

al tiempo % en el dominio, es debida a la energia que entra E, en el dominio y

a la energia total generada £, en el dominio [19]. Expresada en:

d
EEZ = Ee + Eg7 (49)
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y utilizando las expresiones (4.4),(4.7) y (4.8), la ecuacién anterior, queda como:

/gcpdt Q. = /397 iT + / (4.10)

Notemos que si utilizamos el Sistema Métrico Internacional tenemos: o es la

densidad de masa del cuerpo [kg/m?], cp es la densidad de energia interna del

cuerpo [W/Kkg|y f es la densidad de calor generado por las fuentes [1V/m?].
De forma a simplificar la expresion (4.10) utilizaremos el teorema de la diver-

gencia que expresa lo siguiente:
F.Rdr = ?-d?:/v-?dg. (4.11)
o0 o0 Q

donde I" es una superficie suave y 2 es un area cerrada que es limitada por I'.

Entonces aplicamos el teorema de la divergencia a (4.7) tenemos:

/ ?-d?:/v-ﬁdﬁ. (4.12)
oN Q
Reemplazando la expresion (4.12) en la ecuacién de balance de energia (4.10)
se tiene:
0z
/(gcpat + V- 7—c>dﬂ—o (4.13)
Luego al utilizar la ley de Fourier (4.2) en la ecuacion anterior tenemos:
0z
/ (Qcpa— - V. )\Vz—c)dQ:O. (4.14)

La ecuacién (4.14) sugiere que la siguiente ecuacion se cumpla para todo
P{x,y} € Q.

0c,0iz =V - (AVz) +c. (4.15)
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En el intervalo de tiempo ¢ € [t,, ], asumiendo condiciones de frontera de Neu-
mann. Las condiciones de frontera de Neumann consisten en considerar que

existe un flujo de calor v saliente del dominio considerado, es decir:

g—; =v en I'x[t,ty], (4.16)
donde 7 es la direccion normal a la frontera. La funcion v representa el mecanis-
mo de enfriamiento en los bordes de la placa de circuito electrénico. El cuadrado
de ésta funcion debe ser integrable, es decir v € L*(T"), de manera que mas
adelante podamos medir el esfuerzo para controlar el sistema.

Las condiciones iniciales del problema estan definidas mediante la funcién z,
sobre todo el dominio.

La variable = es la funcion de temperatura en el punto P {z,y} € Qy en el
tiempo ¢ y debe ser por Io menos dos veces derivable con respecto al espacio,
es decir z € C?(0), para que verifique (4.15).

La funcién c representa el flujo de calor generado por las fuentes presentes
en el dominio considerado. En el contexto de este trabajo el flujo de calor gener-
ado sera considerado constante por partes en el espacio y constante en todo el
dominio temporal.

En el dominio 2 asumimos condiciones de continuidad, homogeneidad e

isotropia de la region de estudio. Entonces la temperatura en el circuito elec-
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trénico sera modelada por la siguiente ecuacion:

(

Z=v en T xlt,ty], (4.17)
2(to, Q) = 2,,

\

donde z € C?*(Q) X [t,,ts], 20 € C*(Q), v € L*(T') x [to, tf] y A es el laplaciano.

4.1.2. Problema de control optimo

El objetivo del problema de control es hallar una solucién 6ptima (v* y 2*) que
minimice el gasto de energia del sistema de enfriamiento y el error cuadratico
medio con respecto a una temperatura deseada. Y para formular el problema de

control definimos el siguiente funcional de costo:

ty . 1 ~
TG =3 [ (ol + ) = B )t + 351zt~ 5160

(4.18)

donde la norma L?(T"), utilizada para definir el funcional de costo, se obtiene

como sigue:
ol 22y = /Fv%zr, (4.19)
y la norma L*(Q) es:
540 = 50y = | (= = 5 (4.20)
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Entonces el problema de control éptimo consiste en minimizar el funcional

(4.18) sujeto a las restricciones de la ecuacién de conduccion de calor:

(

minimizar 7 (2(v),0) = § [ (7llo)22q) + all(2(8) = §0) 2200, )t
il (tr) = §t0) 22,
Qcpg—i =AAz+c, en Qx[t,ts], (4.21)

i Oz
sujeto a go=v en T x[t,ty],

2(t0, ) = 2,,
4.1.3. Discretizacion del dominio espacial ()

Para hallar una solucion numérica aproximada al problema de control éptimo
(4.21) se realiza una discretizacion del dominio espacial que consiste en selec-
cionar una cantidad finita de puntos de la placa que seran controlados. Aplicamos
el método de los elementos finitos utilizando un conjunto de elementos triangu-
lares iguales distribuidos uniformente en el dominio €2 para aproximar z(.,t) y
v(.,t) como en [20].

Las aproximaciones de las variables de estado z y las funciones de control
v pueden ser agrupadas en vectores que son denotados como sigue z € R
y v € RP. Entonces una solucion aproximada del problema (4.21) puede ser

obtenida resolviendo el siguiente problema:
(

minimizar 7, (z(v),v) = 3 [7 (rlle@®))1%, + all(z — §) ()13, ) dt

+isllz(ty) — Gt N3, (4.22)

0

sujeto a { Mpz(t) = Apz, Byo + ¢, para t, <t <ty z(t,)=2z!

\
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donde, M;, = M}, A, = AT € R¥9; B), € R?*?;R;, € R?*?; ¢, € RY. Los elementos
de éstas matrices y el vector ¢; se obtienen a partir de las funciones bases en el

apéndice (C)).

4.2. Meétodo Gradiente Conjugado

En ésta seccion se presentan los resultados numéricos relativos a algunos
casos del control de temperatura para visualizar la influencia de los parametros
del controlador en la cantidad de iteraciones del algoritmo (2.4.1) del capitulo (2).

Consideramos una placa cuadrada de 5[cm] de lado (la conductividad térmi-
ca A = 1[2*=] y el producto de la densidad por el calor especifico de la placa
oc, = 10*[J/m*K]), un componente generador de calor con 2cm de lado, una
densidad de calor generado de 4 x 10°[%;], una temperatura inicial de 320[°K]
y el objetivo de enfriar la placa hasta los 300[°K] en un tiempo de 10[s] (véase
[20]). La discretizacién espacial consta de ¢ elementos triangulares uniforme-
mente distribuidos en el dominio espacial y p elementos de control en la frontera.
Los valores del estado y del estado adjunto en cada tiempo del dominio tempo-
ral discreto se obtienen mediante el esquema Backward Euler y Forward Euler

respectivamente. El dominio de tiempo es particionado con un paso de tiempo

A~

T = (ty —1o)/()-
El criterio de parada se basa en el decrecimiento de la norma del gradiente

del funcional con respecto al primer gradiente del funcional. El algoritmo iterativo
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corrige las funciones de control hasta que la relacién % sea menor que una

tolerancia.

4.2.1. Ajuste del controlador

En ésta seccion se muestran los resultados del ajuste de los parametros r, ¢
y s del funcional de costo para controlar el sistema, mantenemos constantes la
cantidad de elementos del dominio espacial (§ = 81y p = 32), temporal [ = 256) y
establecemos la tolerancia igual a (tol = 10~?). A continuacién presentamos una
tabla que relaciona el parametro s con la cantidad de iteraciones necesarias para

la convergencia del Método Gradiente Conjugado.

Tabla 4.1: Numero de iteraciones del Método Gradiente Conjugado para un valor

floder=1,¢=0.

5 1 10? 103 5103 10* 510% 10°

Iter. 3 4 5 6 7 10 12

lg'| | 1,1107" 13,0107 | 7,6107® | 2,5107¢ | 1,5107° | 1,3107° | 8,7107°

Fuente: Elaboracion Propia.

Notemos que existe una relacion de compromiso entre la cantidad de itera-

ciones del algoritmo, gasto de energia en el control y resultados del control.
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Figura 4.2: Caso: s = 1, (a) Funcién de control en 1, 2, 3, (b) Temperatura en 4,

5, 6, (c) Temperatura [K] p/t=10[s]. Fuente: Elaboracion Propia.
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Figura 4.3: Caso: s = 10000, (a) Funcion de control en 1, 2, 3, (b) Temperatura

en 4, 5, 6, (c) Temperatura [K] p/t=10[s]. Fuente: Elaboracion Propia.
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Figura 4.4: Caso: s = 100000, (a) Funcién de control en 1, 2, 3, (b) Temperatura

en 4, 5, 6, (c) Temperatura [K] p/t=10[s]. Fuente: Elaboracion Propia.

Seleccionamos el valor de s = 10000 porque es el valor que controla ade-

cuadamente la temperatura sin elevar notablemente el gasto del control (ver
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grafico). Entonces a continuacion ajustamos el escalado del funcional dividiendo
todos los parametros r y s por una constante para reducir la norma del gradiente

del funcional. En la siguiente tabla se muestran los resultados de este ajuste.

Tabla 4.2: Norma del gradiente del funcional al modificar las relaciones r/const

y s/const .
const 1 10 1072 1073
lter. 7 7 7 7
¢l | 1,510 1,510~ | 1,5107% | 1,510

Fuente: Elaboracion Propia.

Seleccionamos el valor de const = 1072 porque reduce el valor del gradiente
(esto permite mayor precision), consecuentemente los parametros quedan como
sigue » = 10~% y s = 10. A continuacién presentamos una tabla que relaciona el

parametro ¢ con la cantidad de iteraciones necesarias para la convergencia.

Tabla 4.3: Ajuste de q.

q 1072 101 1 10
lter. 7 7 8 16
lg'] 11,6107° | 4,71072 | 3,77107% | 1,191077

Fuente: Elaboracion Propia.
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Seleccionamos el valor de ¢ = 1 porque es el valor que controla adecuada-

mente la temperatura (sin sobrepicos) .
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Figura 4.5: Caso: ¢ = 0,1, (a) Funcioén de control en 1, 2, 3, (b) Temperatura en

4,5, 6, (c) Temperatura [K] p/t=10[s]. Fuente: Elaboracién Propia.
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Figura 4.6: Caso: ¢ = 1, (a) Funcién de control en 1, 2, 3, (b) Temperatura en 4,

5, 6, (c) Temperatura [K] p/t=10[s]. Fuente: Elaboracion Propia.
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Figura 4.7: Caso: ¢ = 10,(a) Funcion de control en 1, 2, 3, (b) Temperatura en 4,

5, 6, (c) Temperatura [K] p/t=10[s]. Fuente: Elaboracion Propia.
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4.2.2. Cantidad de lteraciones vs tolerancia

En ésta seccion mostramos la relacion entre la cantidad de iteraciones del
algoritmo y la tolerancia utilizada para definir el criterio de parada. Consideramos
los parametros r = 1073, ¢ = 1y s = 10 constantes, asi también como la cantidad

de elementos del dominio espacial (§ = 81y p = 32), temporal [ = 256).

Tabla 4.4: Cantidad de Iteraciones vs tolerancia

tol | 107 1077 1078 1070 10-10
lter. 6 7 8 8 9
lg'| | 1,11075| 7,010~ | 3,8107% | 3,81078 | 9,9 1010

Fuente: Elaboracion Propia.

4.2.3. Cantidad de Iteraciones vs cantidad de elementos del dominio es-

pacial

En ésta seccion mostramos la relacion entre la cantidad de iteraciones del
algoritmo y la cantidad de elementos del dominio espacial. Consideramos los
parametros r = 1073, ¢ = 1y s = 10 constantes, asi también como la cantidad
de elementos del dominio temporal [ = 256 y la tolerancia utilizada para definir el

criterio de parada tol = 107°.
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Tabla 4.5: Influencia de la cantidad elementos del dominio espacial

q 25 81 289 1089
lter. 12 8 7 6
lg"l |1,21077 [ 3,8107% | 1,9107° | 3,6107°

Fuente: Elaboracién Propia.

4.3. Método Gradiente Conjugado Precondicionado paralelo

En ésta seccion se presentan los resultados numeéricos relativos a algunos
casos del control de temperatura para visualizar la influencia del parametro ¢
del controlador en la cantidad de iteraciones del algoritmo paralelo, evaluar la

escalabilidad y el speed-up del algoritmo.

4.3.1. Ajuste de la penalizacion =

En ésta seccion ajustamos el parametro de penalizacién ¢ del funcional, man-

tenemos constante la cantidad de elementos del dominio espacial (¢ = 169

~

y p = 48), temporal (I = 12y k = 12 ) y establecemos la tolerancia igual a
(tol = 107?). A continuacion presentamos una tabla que relaciona el parametro
e con la cantidad de iteraciones necesarias para la convergencia del algoritmo

paralelo
Notemos que existe una relacion de compromiso entre la cantidad de itera-

ciones del algoritmo, el parametro de penalizacién y los resultados del control.
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Tabla 4.6: Ajuste de ¢

5 1 1071 1072 1073 1074 10~°
Iter. 83 55 43 39 40 49
|| |3,8107° | 7,9107° | 6,4107*|3,91073 | 3,7107% | 6,55107*

100

Fuente: Elaboracién Propia.

0

-100

-200

-300

Flujo en la frontera(v) [W/m]

—1#
—2#
—3#

)

Figura 4.8: Caso: ¢ = 1071, (a) Funcién de control en 1, 2, 3, (b) Temperatura en

—4000

t tiemno [s]

(@)

4,5, 6, (c) Temperatura [K] p/t=10[s]. Fuente: Elaboracion Propia.

=

0

0

-200

-400

-600

—1#
—2#
—3#

A\

Temperatura [K]

Flujo en la frontera(v) [W/m]

—8000

t tiemno [s]

(@)

4,5, 6, (c) Temperatura [K] p/t=10[s]. Fuente: Elaboracion Propia.

=

0

Temperatura [K]

w
w
o

w
N
o

w
g
o

w
o
o

N
©
(@]

5
t tiemno [s]

(b)

w
w
o

w
N
o

w
=
o

w
o
o

N
©
OO

(b)

Figura 4.9: Caso: ¢ = 1073, (a) Funcién de control en 1, 2, 3, (b) Temperatura en
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Figura 4.10: Caso: = = 1074, (a) Funcién de control en 1, 2, 3, (b) Temperatura en

4,5, 6, (c) Temperatura [K] p/t=10[s]. Fuente: Elaboracion Propia.

Seleccionamos el valor de ¢ = 102 porque es el valor que permite obtener
una solucién similar a la solucién del algoritmo secuencial y sin elevar la cantidad

de interaciones (ver grafico).

4.3.2. Cantidad de lteraciones vs tolerancia

En esta seccion mostramos la relacion entre la cantidad de iteraciones del
algoritmo y la tolerancia utilizada para definir el criterio de parada. Consideramos
los pardmetros r = 1073, g = 1, s = 10 y ¢ = 1073 constantes, como asi también la
cantidad de elementos del dominio espacial (§ = 169 y p = 48), temporal ([ = 16

~

y k = 16).

Juan Fleitas Diego Stalder
76



Universidad Nacional de Asuncion

Trabajo Final de Grado

Facultad de Ingenieria
Ingenieria Electrgnica

DESARROLLO DE UNA APLICACION PARALELA EN EL TIEMPO PARA LA SIMULACION Y
CONTROL DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS

Tabla 4.7: Cantidad de lteraciones vs tolerancia

tol 1075 | 107 1077 1078 107°
lter. 4 11 19 27 42
|gi| 84,11 3.9 6,010‘1 6,91072 | 3,11073
Fuente: Elaboracién Propia.
10°
(@)
=
©
F 107
S
|
-10 ‘ ‘
10 0 10 20 30 40
Iteraciones

Figura 4.11: Norma del gradiente del funcional en funcién a la cantidad de itera-

ciones. Fuente: Elaboracion Propia.

4.3.3. Cantidad de iteraciones vs cantidad de elementos del dominio es-

pacial

En ésta seccion mostramos la relacion entre la cantidad de iteraciones del

algoritmo y la cantidad de elementos del dominio espacial. Consideramos los

parametros r = 1073, ¢ = 1, s = 10 y ¢ = 1072 constantes, como asi también
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la cantidad de elementos del dominio temporal (I = 16 y k = 16) y la tolerancia

utilizada para definir el criterio de parada tol = 107°.

Tabla 4.8: Cantidad de iteraciones vs cantidad de elementos del dominio espa-

cial

g 25 81 289

Iter. 53 48 42

lg'| |1,51072| 4,710 | 4,41073

Fuente: Elaboracion Propia.

4.3.4. Escalabilidad débil

En ésta seccion mostramos los resultados numéricos correspondientes a la
escalabilidad del algoritmo paralelo. Un algoritmo paralelo es escalable cuando
al aumentar la cantidad de procesadores k la cantidad de iteraciones no varia
significativamente.

Tabla 4.9: Escalabilidad débil [ = 4.

~

k| 4|8 |16 |32 |64

Iter. | 35| 37 |42 | 44 | 39

Fuente: Elaboracion Propia.
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4.3.5. Escalabilidad Fuerte

En ésta seccion mostramos los resultados numéricos correspondientes a la

evaluacion de la escalabilidad fuerte del algoritmo paralelo.

Tabla 4.10: Escalabilidad Fuerte.

E | 4|8 |16 |32 |64

~

[ |64,32|16| 8 | 4

lter. | 39 | 39 | 42 | 41 | 38

Fuente: Elaboracion Propia.
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CAPITULO 5
CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

5.1. Conclusion

En el presente trabajo se implementan dos algoritmos para resolver proble-
mas de control 6ptimo que involucran ecuaciones diferenciales parciales parabdli-
cas. El primero se basa en el Método Gradiente Conjugado y el segundo en el
Gradiente Conjugado Precondicionado, éste ultimo posibilita resolver el problema

en forma paralela.

Los resultados numéricos presentados demuestran que el primer algoritmo
reduce el costo computacional de la resolucion del problema de control, con res-

pecto a los métodos directos.

Los parametros r, q y s modifican la respuesta del sistema:

= Una relacion ¢/r grande hace que el controlador lleve el estado, al estado
deseado mas rapidamente, sin importar el esfuerzo de control. La cantidad
de iteraciones de los algoritmos varian de manera directamente propor-

cional a ésta relacion.

= La relacion s/r modifica la diferencia entre la temperatura en el tiempo final

y la temperatura de referencia. Esta relacién también influye en la cantidad
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de iteraciones necesarias para llegar a la convergencia, de ambos algorit-

mos

= Si las relaciones entre s/r 0 ¢/r son muy elevados el algoritmo puede pre-

sentar problemas de convergencia.

En el segundo algoritmo:

= Al incrementar la cantidad de procesadores pero manteniendo constante
el tamano de la malla fina, el numero de iteraciones se mantiene aproxi-
madamente constante. Esto significa que estamos resolviendo con mayor

precision el problema.

= Al incrementar la cantidad de procesadores y en la misma razon disminuir
el tamano de la malla fina, el numero de iteraciones también se mantiene
aproximadamente constante. Esto significa que podemos disminuir el tiem-

po de calculo incrementando la cantidad de procesadores.

= | os experimentos numéricos permiten detectar que el factor de penalizacion
modifica el condicionamiento del problema, consecuentemente se debe re-
alizar un ajuste cuidadoso para minimizar la cantidad de iteraciones y tener

una solucion equivalente a la del primer algoritmo.

El incremento de la cantidad de elementos del dominio espacial disminuye la

cantidad de iteraciones de los algoritmos mencionados.
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5.1.1. Trabajos Futuros
= Aplicar el algoritmo a otros problemas de la ciencias e ingenieria.

» Utilizar el algoritmo Parareal como precondicionador para métodos itera-

tivos aplicados a sistemas nolineales.
= Analizar las causas de las oscilaciones del algoritmo paralelo.

= |mplementar el algoritmo en una plataforma computacional distribuida.
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APENDICE A
APENDICE: PROBLEMA DE CONTROL

A.1. Condiciones de optimalidad KKT del Lagrangiano

La ecuacion (2.8) es la condicidon de optimalidad de KKT:

oL
81}

oL oL
v+ — op+
(z*w%) 3£ (o) 0z

0L =

5ﬂ0 =0.
—0 (§*7£*)

Como las variaciones respecto a cada variable no son nulas, significa que

para hacer §£ = 0, se debe cumplir que:

8_/3
v (z*w

oL oL

i —0
1. © 0z

:O7
(z*0%)

Primeramente re-escribimos el Lagrangiano definido en (2.7):

L(z,v,p,1,) = Tn(z,0) + /th_DT (2= flzut)dt + 05 (2(t) = 2),  (A2)

A continuacion calculamos cada una de las derivadas de las expresiones
(A.1), mediante la derivada de Gateaux (definicion 2.1).

Calculo de g—‘:
p

DL . (Lpted,z,u,n ) —L(p,z,0,1) dL(p+ed,z,v,n )

—~ — lim 0 °” | = =1 (A.3)

DZ_? e—0 € de =0
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Utilizando la definicion del Lagrangiano (A.2), (A.3) toma la siguiente forma:

DL dFi(z0) + [ (pted) G- flzut)di+ g (2(t) — =)

Dp de 7
= e=0
d JTn(z,v) N df’ (p+ co)' (- flz,ut))dt
de I de
- e=0
dnT (z(t,) — 2"
AR )
de
e=0
cljh( v) dnl (2(to)—zl)

luego

son nulos porque no dependen de e. Conse-

e=0

=0 de

cuentemente (A.4) queda:
DL df(p+eo) G- flzut)dt
DE de

dftf T(2— f(z,u,t))dt
de

n dftofﬁ(@ (éde— f(z,v,t))dt

(A.5)

e=0

e=0

g (Z—f(zu,t))dt

t
od 7
donde la expresion “ (2) —

también es nula porque no depende
e=0

de ¢, es decir (A.5) queda:

DL /tf o
— = z— f(z,u,t))dt ,
Dp 5 ¢ (22— flz,u1)) B
Ly
= / ¢ (2~ f(zut))dt,
totf
— [ G- ) od
to
luego, aplicamos la condicion de optimalidad 4 35 |y 0 a la ecuacién (A.6), y
tenemos:
o (2% 0*)
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Calculo de g—f:

DL . (Lpzt+edun ) —L(p,z,v,1) dL(p,z+ed,v,n )
— tm o ol = | (A.8)
Dz €0 € de 0

Utilizando la definicién del Lagrangiano (A.2) y procediendo de la misma manera

como hicimos al calcular ‘g—f;, (A.8) toma la forma siguiente:

pr A(Tuz+edn) + [T pT (D — f(z+ cpv,0)db))
Dig N de
e=0
d (0] (2(t0) — 28))
+ :
de
e=0
DL dJ((z+eo,v) df " (S5~ S+ eont) d (A.9)
Dz de =0 de ' '
e=0

Luego, si expandimos en series de Taylor los términos de (A.9), el primer término

es igual a:
T
ajh 2
Tn(z+e€ep,v) = Tn(z,v) + 5, g+ O(e), (A.10)
= Hz0)
derivando tenemos:
d 9 !
de =0 02 |(.)

El segundo término de (A.9) es igual a:

[ (D perconn) a= [y G- pavi) a

0 <fttf P (2 - flzu,1)) dt) ’
0z

+ ep+0(e?), (A12)
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derivando tenemos:

T
dftf _T ( z+e¢) — f(z+€p,v, t)) dt o ( K ]_OTzdt)
de - Oz ¢
e=0 (z,0)
; T
o (/o flzn.t)dt)
- — ¢, (A.13)
0z
(z.0)
Luego si reemplazamos (A.11) y (A.13) en (A.9) tenemos:

T t T
DL 8T (" G- f(zu,0) dt) »
Dz \ ozl O P ¢,(A.14)

(z,v)

y aplicando la condicién de optimalidad %’ = 0 a la ecuacion (A.14), tene-
= 1(z*u)

mos:
g_ﬁ _ (% ) L (6(1‘3 o” (Zf(g,g,t»dt) ) _o.
Z (2* u*) z (2*,v0*) (z*,v*) (2* u*)
(A.15)
A la ecuacion (A.15) se le denomina problema adjunto.
Calculo de 2=
pc _ . (Lpzutedn) - Lpzvn,)
Dv TS0 €
dL(p,z,v+ €,
_ AL ¢1,) (A.16)
de I

Utilizando la definicién del Lagrangiano (A.2), expandiendo en series de Taylor los

términos de (A.16) y procediendo de la misma manera como hicimos al calcular
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&, (A.16) toma la siguiente forma:

DI d (Jh(z,y+ €d)+ [FpT (2= flzu+ e, t)dt+nl (2(t,) — Z?))

Do " ,
e=0
 dT((z,v+€9) N dfp" (- flzu+ept)) d
B de —o de 6:0-
T
! o[ (2~ flzut)) dt
(% ) ¢+ U”‘ 5 ) ¢. (A.17)
Y l(zw) (o

(z,v)

La ecuacion (A.16) se obtiene con el mismo razonamiento realizado para obtener

el problema adjunto, y aplicando la condicion de optimalidad g—ﬁ : =0ala
ecuacion (A.16), tenemos:
(P (2= flzut) dt
oL ajh to ]_9 Z 2, U,
i — | 2 + = 0.(A.18)
ov ) ov (" w%) ov
(z*,2%)
A la ecuacion (A.18) se le denomina condicion de Euler.
Calculo de 887‘:
DL ) (ﬁ(p,z,v,n +e9) —L(p,z,v,n )> dL(p,z,v,n +€9)
bL . 0 ol ) o (A.19)
Dn, e—0 € de =0

Utilizando la definicion del Lagrangiano (A.2), (A.19) toma la siguiente forma:

pr A5z + (7 (p+ed) G- fzut)d)

Dﬂo de .
d ((my+ €0)"(=(t) = 21))
_'_
de
e=0

D

DE 67 (alt) - 1) = (alte) — ). (A20)

Dﬂo
Luego aplicando la condicién de optimalidad £~ ) (z(t,) — 21 =0 Vo,
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esto es equivalente a:

2(to) = 2, (A.21)

A.1.1. Ecuaciones de estado Lineales

Al considerar que la planta estd modelada por ecuaciones de estado lineales
el problema control 6ptimo toma la siguiente forma:

PROBLEMA P1, (Planta Lineal)

(

minimizar 7, (z(v),v) = 1 tif (rlle@®)I%, +all(z— ) ()3, ) dt

+asllz(ty) — 4t s,

sujeto a { Mypz=Apz+ Bpv+c¢p, para t,<t< ly, Z(to) = Zg,

\

Luego re-escribimos el Lagrangiano (2.7) de siguiente manera, teniendo en cuen-

ta las restricciones lineales (2.13).:

tr
n, TIn(z,v) + / p' (Myz — Apz — Bro — ¢) dt

to

+ﬂ§ (g(to) B Z(};), (A22)

o
o
L@
&
3

I

A continuacion se muestran los pasos para calcular cada una de las condi-
ciones de optimalidad (A.1).
Ecuaciones de estado

Primeramente calculamos g—i:

DL . Lp+eop.zvn)—Lpzun)\ dilpt+edzun)
Dp 0 € B de —o
(A.23)
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Utilizando la definicién (A.22) y procediendo de manera analoga como hicimos

para obtener (A.5), tenemos:

DL d Jn(z,v) + ﬂif (p+ €¢)T (Mpz — Anz — Bpu — cp) dt

Dp de L

d (nf (2(ts) = 21))

—I_ )
de
e=0
ty
= ¢" (Myz — Apz — Buy — ¢p,)dt,
to

D ty
be = / (Myz — Apz — Bro — c) ¢ dt, (A.24)
Dp to

luego, aplicando la condicion de optimalidad ‘g—‘ = 0 a la ecuacion (A.24)
Pl(z* )

tenemos:

= (MhZ — AhZ — Buv — Ch)

o) =0, parat, <t <ty (A.25)

Problema adjunto:

Primeramente calculamos de 2=

DL . (E(Q,z+6¢,y,ﬂo)—E(p,__,n ))
— = lim ,
Dg e—0 €
dL(p,z+eop,v,
_ dE b 0.1,) (A.26)
dE e=0

Utilizando la definicion del Lagrangiano (A.22), (A.26) toma la siguiente forma:

DL dIn((z +€p,v) dftf _T < Z;fd)) Ay, (g—keqﬁ))) dt

Dz de 0 de
e=0
d YT (—=Byv — cp,)) dt
) )
de
e=0
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Utilizando la definicién del funcional (A.22) el primer término de la expresion an-

terior (A.27) es equivalente a:

4 (307 (@), +all(z+ €6 — DOIR,)at)
de

, sl + eottn) — i1l
de

djh((é + € ¢7Q)
de

e=0

e=0

, (A.28)

e=0

t
d3 [,J T3, dt

e es nulo porque no depende de ¢, entonces A.28 toma

e=0

donde

la siguiente forma:

dTn((z + €9, v)
de

2

1 [Y T - T
= —/ﬁq¢ﬂh@—g%+dz—y)ﬂﬁwﬁ

%S (@) My (2(t5) = (t)))
%S ((i(tf) - g(tf))T thb(tf)) , (A.29)

(A.30)

ademas teniendo en cuenta que ¢* M, (z — y)=(z2— g)Tthb y

o(ts)T My(z(t;)—G(ts)) = (2(t;)—a(ts))" Muo(ts), (A.29) se puede expresar como

sigue:

dIn((z + €, v)
de

= /t f q¢" My (z — g)dt + s (¢(tg)" My (2(tr) — 4(tf)))

e=0

(A.31)

El segundo término y el tercer término de (A.27) pueden ser simplificados te-

niendo en cuenta que los términos que no dependen de ¢ son nulos, entonces
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tenemos:

dftf _T ( d(z;;sd)) A, (§+€¢) — By — Ch)) dt
de

e=0
dft/ _T ( zc-l;e@ Ay, (§_|_ €¢)) dt
de

. (A.32)

e=0

donde el primer término de ésta expresion puede ser simplificado integrando por

partes:
ty d ty
[ D~ [T o eyt + ()M 2+ €0) (1)
to to

—p" (to) My, (2 + €9) (o), (A.33)

derivando (A.33) con respecto a ¢ y luego evaluando en ¢ = 0 tenemos:

d [} p" M, A AP M (2 + eg)dt

de de
e=0 e=0
dp™ (ty) My (2 + €0) (ty)
_|_
de
e=0
A () Mi (2 + €0) (1)
de ’
e=0
d [ p" My 2t s
— = —/ p" Mypgdt + p* (tr) Mot y)
e=0 to
_BT(to)Mh(b(to)? (A34)
ademas como ¢(t,) = 0,
d [ p" My 2 t
— e = — / QTthbdt —|—£T(tf)Mh¢(tf), (A35)
e=0 to
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y reemplazando (A.35) en (A.32) tenemos:

A S (M2 — A, (54 €0) — Buo — ) di
de

e=0

_ / WMy + 0T ANt + DT (1) Myd(t). (A.36)

Teniendo en cuenta que (p" M), + p"An)¢ = ()T (Myp + Anp) ¥

Pl (te)Mud(ts) = (o(ts))" Myp(ty), (A.36) se puede expresar como sigue:

a S (AL — Ay (2 + eg) — Buo — ) dt
de

e=0

- / HO)T (M + Aup) dt + (6(t7))T Mip(t). (A37)

Finalmente reemplazamos(A.31) y (A.37) en (A.27):

DL

DE [0 (M A - D+

+(p(tp)" (Mup(ts) + Mys(z(ty) — g(ty))) (A.38)

= 0 ala ecuaciéon (A.38), y

2l u)

luego aplicamos la condicion de optimalidad 5"3

tenemos:

My = —Afp +qM, (2" —§), para t,<t<ty,

Myp*(ty) = —sMy (2*(tr) —g(ty)) - (A.39)
Notese que si M, y A;, son simétricas el problema adjunto se resume a:

Myp* = —App" +qM, (2" —§), para t,<t<ty,

pr(ty) = —s(2*(ty) —glty)). (A.40)
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Condicion de Euler
A continuacion obtenemos la condicion de optimalidad (A.18) que se denomi-

na condicion de Euler para la planta lineal (2.13). Entonces primeramente calcu-

oL.
lamos 5
D_'C — lim £(£’§7Q+E¢7ﬂo>_‘C(Z_Qvéayaﬂo)
DQ o e—0 € ’
dL(p,z,v+ eqb,go)

(A.41)

de

e=0
Utilizando la definicion del Lagrangiano (A.22), (A.41) toma la siguiente forma:

pr A(Tlzu+ o)+ [V p" (Miz = Anz = By (v+€0) — cn) dt)

D_y de
e=0
d (n] (2(t0) — 21))
+ ; (A.42)
de
e=0
y eliminando los términos que no dependen de ¢ tenemos:
ty

DL _ ddz@ted))| / o Byt (A.43)
Dy de e=0 to

ademas teniendo en cuenta que p” B,¢ = ¢” Byp, (A.43) se puede expresar

como sigue:

DL dJu(z (Ut €9))

D_y de

ty
— / ¢" Bypdt. (A.44)
e=0 to

Utilizando la definicion del funcional (A.22) el primer término de ésta expresién
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puede ser simplificado como sigue:

dJn(z, (v + € 9)) dj [ rllv + e gll%, +allz = PO, dt

dE =0 de S
N disllz(tr) — g(te)ll3s,
de ’
e=0
d 1 [l
jh(éa iiye—i—Eqb)) — 5/‘ (T¢TRhQ+TQTRh¢)dt (A45)
e=0 to

t ~
d3 f,] al =) @)%, dt
de

dysllz(ty)=g(ts)lly,
de

donde los términos son nulos porque

e=0

e=0
no dependen de e. Ademas teniendo en cuenta que ¢” R,v = v R,¢ , (A.45) se

puede expresar como sigue:

ty
dnzuted)) / ro” Ryudt. (A.46)
de e=0 to
Finalmente reemplazando (A.46) en (A.44):
DL ts
Do = / o (rRhy — ng) dt, (A.47)
= to

= 0 a la ecuacion (A.47),

(z*,u%)

i PP imali oL
Luego aplicamos la condicion de optimalidad >

tenemos:

oL

i —0 (A.48)

= (rRhy — ng_o)

(z*,0%)

(z*,0*)

La condicién de optimalidad £~

o

= (2(t,) — z2") =0 Vo, es equivalente

(z*,0%)

a la obtenida en la seccién anterior en (A.21):

2(to) = 2, (A.49)
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A.2. Apéndice: Método de solucion del problema de control optimo

A.2.1. Gradiente conjugado para un problema cuadratico

La idea de conjugar las direcciones de busqueda es motivada por el deseo de
acelerar la convergencia del método de maximo descenso (las direcciones con-
trarias al gradiente del funcional) y evitando el alto costo computacional asociado
al método de Newton (la direccién es la inversa del Hessiano por el gradiente
del funcional). El método Gradiente conjugado es utilizado para minimizar fun-

cionales de tipo cuadraticos, los cuales pueden ser escritos como sigue:
. 1, .
minimizarJ = 3% Hx —b'z, (A.50)

donde H € R"*™(Definida positiva), z,b € R". Nétese que el problema de mini-

mizacion tiene solucion Unica y equivalente a la solucion de la ecuacion lineal:
Hx =b. (A.51)

Dado 2 un punto inicial arbitrario, podemos obtener un mejor valor de z'*!, es
decir: J(z'™) < J(2) < J(2°), lo cual logramos con el siguiente esquema de

correccion:

7 =2t + old, (A.52)
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donde o se determina de tal manera que tengamos un méaximo descenso en la

direccion d¢, es decir:

dj( z+l) B
da? =0
A (2" +o'd)
B da’ ’
= VI ()d' (A.53)

donde V.J (xz'™') = Hz™! — b, la condicion (A.53) puede expresarse como:

VjT( 1+1) — (H(.Z’z 4 aldz) o b)Td’L — 07
(He' —b)Td + o' (Hd)'d = 0,

vI (2Y)d + o' (Hd)'d = 0, (A.54)

luego:

b= T A
(dz)THdz ( 55)
A continuacion presentamos un teorema que es necesario para construir el

conjunto de direcciones de busqueda:

Teorema A.1 (Vectores conjugados respecto a A). Si A € R™*" es definida po-
sitiva y tenemos un conjunto de n vectores conjugados respecto a A, entonces

éstos vectores son linealmente independientes.

Demostracién. Supongamos que los vectores d’, i = 0,1, --- ,n son linealmente
dependientes, entonces existen a’, i = 0, 1, -- - , n tales que:
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CLOC_iO‘I'alQZl‘f'“""CLnC_in:O
Multiplicando por A y tomando el producto interno con cada d’, tenemos:
a' (&' Ad') =0,i=0,1,--- ,n

Como la matriz A es definida positiva, (d', Ad') > 0, tenemos

Por lo tanto los n vectores conjugados son linealmente independientes. O

Utilizando la matriz H del problema (A.50) podemos definir n vectores conju-
gados respecto a H. Notese que V27 = H, es decir H es la matriz Hessiana del
funcional (A.50). El teorema A.1 permite afirmar que éstos n vectores son lineal-
mente independientes, este hecho hace que cada z**! pueda expresarse como
la combinacion lineal de las direcciones de busqueda y el vector inicial arbitrario

2, es decir:
=204y dld (A.56)
j=0

Como cada z"! se obtiene aplicando la condicién de méximo descenso (A.53)

tenemos:
% =vJ'(@"™)d' =0, Vi=0,1,---,n, (A.57)
por otro lado:
VIt (z"hd = (Ha"t —b)Td', Vi =0,1,---,n, (A.58)
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ademas de (A.56) tenemos:
=2 e Y I, Vi=0,1,-- ,n—1, (A.59)
Jj=i+1
reemplazando (A.59) en (A.58) tenemos:
VI (a" ™) = (o7 + Z AN Hd —b'd', Vi =0,1,---,n—1, (A.60)
j=it1
ademas como los vectores d’ son H-ortogonales y utilizando la ecuacion (A.57)

tenemos:
VI (a2 Nd =vVvI (x")d" =0, Vi=0,1,---,n, (A.61)

con esta expresion podemos concluir que el gradiente del funcional en la itera-
cion i + 1 es ortogonal al espacio generado por las i direcciones anteriores.

Ademas (A.61) es equivalente a:

dJ(a®+> a'd)
=0 =0, Vi=0,1,--,n. (A.62)
da
Esto significa que z"** minimiza el funcional (A.50) en el espacio vectorial
generado por las d°,d%,--- ,d" y z'. Notese que el espacio generado por las n
direcciones de busqueda es R, consecuentemente 7 (z"*!) es minimo en R, lo
cual implica que 2! es la solucién optima.

Entonces el esquema de correccion de los valores = para el Método del gra-

diente conjugado se resume en el siguiente esquema iterativo:
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Algorithm 1: Correccién de los z* para el CG
Dado : 2!, VJ(z') # 0

VI (xh)d"
(d)THd

1 Calcular o = —

2 o' = 2"+ o'd’;

En la siguiente seccidén veremos como aplicar el procedimiento de ortogonali-

zacion de Gram-Schmidt para generar las direcciones de busqueda conjugadas.

A.2.2. Generacion de direcciones conjugadas

Dado un conjunto de n vectores linealmente independientes {£°, ¢t ... | £},
y una matriz A € R™*" definida positiva podemos construir un conjunto de direc-
ciones conjugadas {d°, d', --- , d"}, respecto a A usando un procedimiento de
ortogonalizacién de Gram-Schmidt. Este procedimiento garantiza que el espacio
generado por los vectores & sea el mismo espacio generado por los vectores d'
parai =20, 1, ---, n[27].

El primer paso del proceso de ortogonalizacion consiste en seleccionar la

direccién inicial:
d’ = &9, (A.63)

luego, supongamos ya hemos seleccionado i < n vectores A-ortogonales,
{d° d*, ---, d'}.

El esquema de seleccién de la siguiente direccion de busqueda d‘*! es de la
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forma:
A =gy mgm (A.64)
m=0

donde ¢t son escalares que seran obtenidos a continuacion. Para que la

direccion d'*! sea A-ortogonal a las direcciones anteriores, tenemos que:

i T
(dHYTAd = (€T Ad + (Z c<i+l>mdm> Ad =0, Vj=0,1,--,i(A.65)

m=0
Como los vectores {d°, d*, --- , d'} ya son A-ortogonales, es decir:

(d™TAd =0 si m#j, (A.66)

y reemplazando las ecuaciones (A.66) en (A.65) tenemos los escalares:

o i+l A

i+1 g . .

C(+)J:_(dj)TAdj7 VJZO, 17"'7Z7 (A67)
notemos que (d/)TAd’ # 0 ¥j = 0,1,---,i. Ademas la direccién d'*! # 0

porgue la ecuacion (A.64) seria una combinacién lineal de los vectores
{&% & - 6,

lo cual no es posible porque los vectores ¢! son linealmente independientes.
Entonces, el procedimiento de ortogonalizacion de Gram-Schmidt se resume

en el siguiente algoritmo:
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Algorithm 2: Proceso de Ortogonalizacion de Gram-Schmidt
Punto de partida: ¢° = ¢°

1¢=0;
2 repeat
i+1 m
3 di-‘rl §z+1+z flm fjdmd .
4 i=i+1;
5 until i = n;
Es importante notar que si los vectores {£°, & --- | £} son linealmente in-

dependientes y el vector ¢! es linealmente dependiente a éstos, el algoritmo
(2) aun es valido, pero la nueva direccién dit! dada sera cero. Esta propiedad
podemos utilizar para construir el conjunto de direcciones conjugadas, sin im-
portar que los vectores {0, ¢! ... | £F} sean linealmente independientes. Esta
construccion realizamos mediante una leve modificacion del algoritmo (2), donde
cada d'*! es obtenida en el paso 3. Si ésta nueva direccion es cero, no es adheri-
da al conjunto {d°, d*, --- , d'} de direcciones conjugadas previamente obtenidas
[27].

Para obtener las direcciones de busqueda del método del Gradiente Conju-
gado, utilizamos en procedimiento de Gram-Schmidt, donde construimos las di-
recciones de busqueda conjugadas a partir de la direccidn contraria al gradiente

del funcional en cada iteracion ¢' = V.7 (z*), es decir hacemos:

gi = _gi7 Vi = 07 17 e, N, (A68)
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note que en el caso del funcional (A.50) —¢' = b — Hz".

Entonces las direcciones son dadas por:

- _go7
dtt = gty Z_ —(f;;f]fj: a". (A.69)
Podemos ver que:
g™t = Ha™ —p,

= H(z™+a™d™) —b,
= Hz" —b+a"Hd™,

= ¢"+amHd", (A.70)
multiplicando por ¢'*! tenemos:

(gi—l-l)Tgm—l-l — (gi-l—l)T(gm + adem)7

i+INT m+1 _ [ i+1\T ,m
(G Hm = (g™") g g™ ) g™ AT1)

am

Como en la ecuacion (A.61) se concluyé que ¢! es ortogonal al espacio
generado por {d!, d?, --- , d'}. Ademas notemos que, debido al esquema de ob-

tencién de las direcciones de busqueda (A.69), ¢' pertenece al espacio generado

por {d', d* ---, d'}. En consecuencia g'™! es ortogonal a ¢’ y la ecuacién (A.71)
queda:
A 0 Vm=0,1,--,i—1;
(¢ T Ha™ = (A.72)
(gz-o—lo)jgz-&-l m = Z,’
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Entonces los términos de la sumatoria de (A.69) son iguales a cero, excepto para

m = i, por lo tanto:

dO = _gov
di+1 — _gi+1 +ﬁldz, (A73)
donde
i (giJrl)THdi
B = @THd (A.74)

Notese que para generar la nueva direccion de busqueda, ya no se necesi-
tan todas las direcciones anteriores, como en el caso del algoritmo (2). Lo cual
implica menos costo computacional.

Una forma alternativa de calcular el valor del escalar 3¢ seré obtenida a con-

tinuacion. Primeramente reemplazamos (A.72) en (A.74):

. (gt)T g
B = W’ (A.75)

Por otro lado si multiplicamos la ecuacion (A.70) por d* tenemos:
(di)ng‘—i—l — (dz)T(gz + Ozini),
az(dz)THdz — (dz‘)T(gi—i-l . gi)7

o/(d) Hd = —(d')"(g), (A.76)

donde hemos utilizado la ecuacion (A.61) para simplificar la expresion. Ademas
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si reemplazamos la ecuacién (A.73) en (A.76) tenemos:

az(dz)THdz — —(—gi—l-ﬁi_ldi_l)T(gi),

= (9" (9" (A.77)

Finalmente reemplazando (A.77) en (A.75) obtenemos la formula conocida como
de Fletcher Reeves:

i+1\T i+1
) g™ (A.78)

7’ (g)"g’

Entonces el algoritmo utilizado por el Método Gradiente Conjugado para ob-

tener las direcciones de busqueda conjugadas se resume a continuacion:

Algorithm 3: Generacion de direcciones conjugadas para el CG
Punto de partida: d° = ¢°

11=0;
2 repeat
i+1\T i+1
3 dz—l—l — gz—l—l 4 ( : dz7;
(9)"g"
4 i=i+1;
5 until i = n;
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A.2.3. Calculo del incremento para la funcion de control

El valor o' debe estar dado de manera que el gradiente del funcional en k + 1

d( Jh‘£i+l,2i+1)
dat

sea minimo, para lo cual se debe cumplir que = 0. A continuacién
para obtener el valor de «f, utilizamos la soluciéon analitica de la ecuaciéon de

estado (2.13), que es:

t
z = e—Mh—lAh(t—to) Z(})L +/ e—Mh_lAh(t—T)Mh—l (Bhg“f’ Ch)dT,
to

<

z = Z(zg, Hl,ch) (A.79)

—1 PP .z - .
donde e~ M Ant € R4 x [t,, t4] es la solucién homogénea del sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias. En las siguientes ecuaciones utilizaremos z(zo, v, cp,)

para referirnos a (A.79). Luego, si:

2= Z(2h v ), (A.80)

2 = Z(2h v+ dld ep) (A.81)

Primeramente evaluamos el funcional en v*+! y 21

LY i i ~
il = 3 [ Ol + a2 = g0, )de
to
S i N
+5 127 () = 50 (A.82)
luego reemplazamos (A.81) en (A.82) tenemos Ty | i+1 i1
1 K i i 70|12 h 1 i Jt ~112
I Zitlyitl = B (T’HQ +a'd ||Rh +ql|Z(z5,v" + &'d’, cn) _QHM;L)dt
to
S i i gi ~
+§IIZ(26‘,@ +a'd, en)(ty) = g(ts)ls, (A.83)
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Derivando (A.83) respecto de o', tenemos:

d Jn

g'H—l 72H—l

_ M1 i i i\ T ;1 iNT i i g
o = /t 57 (W +a'd) Bad +or(d) Ry (v +a'd)dt

b , o .
+ [ Sa(EC e+ 't e D) My (2(0.4.0)
t

o

1 : : .y
+/ Eq (2(076_1270))T Mh (Z(z(})layl _I_QZC_ll)Ch) _g>dt
to

b5 (B0 +ald en)(ty) — i) My (20,1, 0) (1))

%3 (Z2(0,d,0)(t7)" My (Z(h, 0" + a'd', ca)(tg) — §(t))

(A.84)
luego simplificamos la expresion (A.84) utilizando la siguiente propiedad del pro-

ducto de matrices y vectores w’ Hu = u! Hw donde u,w € R"y

H=H"eR"xR"

d Jn|iv1 i ks , - ,
—h‘dzg:‘ - /to r (v + Q’QZ)T Ry, d'dt
ty . o )
+/ q (Z(z(}f,yz +a'd', ) —Q)T M, (Z(O,c_l’,O))dt
to
+s (Z(ng Qi + Qic—iiv Ch)(tf) - g(tf))T MhZ(O, (—iiv O)@f)?
(A.85)
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y aplicando la propiedad distributiva del producto escalar tenemos:

d Jn

§z+1 121+1

Y i\ T i i 7i\T i
o / r @) Rud + ('d)” Rydidt

t
+ [ ata(z0.4,0)" My (20,20

to

ty . .

+q/ (Z(zg,yz,ch) —g)T M, (Z(O,c_lz,()))dt

to
ts (20,0 en)(ty) — 3(ty)) M (2(0,d',0)(t))

+als (Z(0,d,0)(t))" My (Z(0,d,0)(t))) . (A.86)

Finalmente aplicamos la condicién de maximo descenso (2.20) y tenemos:

djh’zi“,yi“ i ts QN2 i 2 i 2
St ([, + all 20,0, e+ s 20, 4,0) ) Ry,
=2 to

tr . . . .
+ / r(d)" Rpv' + q (Z(z,0', cn) — Q)T My, Z(0,d',0)dt
to

+ (20 ) (ty) = g(ty) " My 2(0,d,0)(t;) =0, (A.87)

de ésta expresion podemos obtener el valor o como sigue:
ﬁtof r (C_iz)T Rh Ql +4q (Z(Zg7yza Ch) - g)T Mh Z(O,C_ZZ, O)dt
t 1 %
S lld¥|%, +all2(0,d°, 0)[[3,, dt + s 2(0,d", 0)13,
s (20t en) —9)" M, (Z(O,c_li,O)’(
- t

i

+ ty k112 i 9 Zf) 5 (A-88)
Sl lldE %, + all2(0. %, 0)[13,,dt + s[| 2(0,d", 0)[3,,

to

A.2.4. Gradiente del Lagrangiano y del funcional costo

Asumiendo que tenemos una funcién de control arbitraria v, podemos obte-

ner el estado de la planta z* resolviendo las ecuaciones de estado (A.25) y con
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las condiciones iniciales (A.49):

Myz = Apz+ Bpu+cy, para t, <t <ty,
2(ty) = 2 (A.89)
Luego podemos obtener el estado adjunto p’ resolviendo la ecuacién adjunta
(A.39):
Mip = —Afp+qMy(z—7), para t, <t <ty
Myp(t;) = —sMy (2(ts) —g(ty)) - (A.90)

oLy, 0Ly
) 82 19z

Consecuentemente las variaciones de primer orden del Lagrangiano (2.7)
y % son nulas como puede verse en (2.10) y (2.11). Entonces la variacion total
2o

del Lagrangiano es:
0L =—0dv (A.91)

A continuacion calculamos la derivada total del funcional (2.6) con respecto a

la funcion de control a partir de v*, ' y p'.

%
ov

DIy,
Dv

DIy
=~ Do

DJ,
Dz

: (A.92)

i gyt
z50

z50 z50 z50

Como utilizamos el estado adjunto p*, obtenido resolviendo (A.90), esto es

equivalente a decir que cumple (A.15):

X o (Ji1v" (2= flzw.t)) di)
. +
0z (z*,v*) 0z

=0, (A.93)
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entonces reemplazando (A.93) en (A.92) tenemos

T
& o (fff pl G—fzvt) dt)
— -
(z*v*) FA]

luego, asumimos que las ecuaciones de estado son lineales (A.89), entonces

DI
Dv

03,
AL v

(A.94) toma la forma:

T
pal _ (om ),
Du B - 0z (z*,v%)
ty T : T
9 ( 0t (Mpz — Apz — Bru — cp) dt) 0z
0z 8__ | ¢
~ (A.95)

Por otro lado, hallando el producto interno del estado adjunto p por las ecua-

ciones de estado tenemos:

ty
/ p' (Myz — Apz — Bru — ¢) dt = 0, (A.96)
to

derivando en forma implicita con respecto a v la expresion (A.96) queda como
sigue:

D (ftif p" (Mpz — Apz — Bro — cn) dt)

Dv
ty T . T
9 (ft P (Mpz — Apz — Byv — cn) dt) ) A7)
v
tf T . T
9 < ot (Mpz — Apz — Bru — cp) dt) 9s
* 0z 0,

8—;:
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entonces:

o[ pT (M,z— A B dtT
(O]g(hé— hZ — hQ—Ch)>8z

0z ov
t . T
0 ( T pT (Myz — Apz — Byo — ) dt)
— - 5 o, (A.98)

luego reemplazamos (A.98) en (A.95)

T
Djh _ 8jh ¢+ B(fttof ET (JWhE'*AhE*Bhﬂfch)dt>
v (z8,0%) ”

Dv

T
o.
2wl

Luego podemos observar que la relacion (A.99) es equivalente a (A.17) entonces

EAROE

(A.99)

podemos usar (A.47) para obtener el gradiente del funcional para el sistema li-

neal:
D ty
D‘Zh = (/ o7 (TRhy — Bhg) dt ) , (A.100)
=zt to 280t
consecuentemente podemos afirmar que 5 T 2= o

Finalmente la derivada del funcional (en el sentido de Gateaux) con respecto
a la funcién control puede ser escrita también en términos del producto interno

del gradiente del funcional con la direccion de derivacién ¢.

DIy,
Dv

, (A.101)

T gyt
EARCA

ty
_ / STV T, di

AL to

ty
:/ VIr¢dt
) v

EAROL o

luego, comparando (A.101) con (A.100), obtenemos el gradiente del funcional:

VIh,

= rRyv— Bpp| , , para t, <t <ty, (A.102)

T oy
ARG FARCA

Y% =V,

1 4yt
AR

FARXCA
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En conclusion, el gradiente del funcional lo podemos obtener resolviendo el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

( (

Mz = Apz' + Bpo' + ¢, para t, <t <ty,

g(to) - Z(})Ly

/7~

Myp' = —App' + qMy (20 —5), para t, <t <ty, (A.103)

Mp(ty) = —sMy (2(tg) — §(ty))

\

\ VI,

= rRuv' — Brp' para t, <t <ty,

A.2.5. Producto de la matriz Hessiana por un vector
Para calcular el incremento de las funciones de control definido por la ecuacioén
(2.23) necesitamos el producto de la matriz Hessiana del Lagrangiano (2.7) por

la direccién de blusqueda d’ . Entonces aplicando la definicion 2.8 al Lagrangiano

(2.7), tenemos que la matriz Hessiana es igual a:

H:=V’L =V (VL(z,u, P, 7)), (A.104)
pero como en la seccion anterior mostramos que:

VL(Z u'p')=VI(Z v p), (A.105)

donde el gradiente del funcional (2.5) esta dado por la solucién de la ecuacion
(A.108). La matriz Hessiana del funcional de costo (2.5) es igual a la matriz Hes-
siana del Lagrangiano (2.7).

Primeramente consideramos la solucion analitica de las ecuaciones de esta-
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do y las ecuaciones adjuntas (como en (A.79)):

|

|
I

p = eMglAh(t

p = P(L9),

donde Z y P son

¢
o= My An(t—to) 2+ / e_Mh_lAh(t_T)Mh_l (Brv + cp)dr,
to

Z(z, 0", ), (A.108)

) — s (2(ty) — §(ty) +/ M AN (gMy, (2 — §))dr,

ty

(A.107)

operadores lineales. Ademas reemplazando éstas ecuaciones

n (A.103), tenemos:

= TRhQi - BhP<§iag)a

= rRuv' — B,P(2 (zo,v ch), 7). (A.108)

A continuacion calculamos la derivada direccional del gradiente del funcional

para obtener el producto del Hessiano del Lagrangiano por la direccién de busque-

da:

DV J,
Dut

si hacemos ¢ = d',

D (rth — ByP(Z(f, v, cn), ?J)))
D’
drRy (v +e9)|  d(BaP(Z(24,0' + o). §)))
de de

= V>Th¢ = Ho

e=0

(TRMﬁ) |€:0 - (BhP<Z(07 ¢7 O)? O))) ’e:O

rRh¢ - BhP<Z<07¢>O)aO))7 (A109)
tenemos lo que buscamos, es decir:
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Luego introducimos la siguientes definiciones ' = Z(0,d’,0),0) y

y; = P(Z(0,d",0) para reemplazar los operadores P y Z por sus respectivas

ecuaciones diferenciales nuevamente, es decir:

(

(

My = Ay + Budi+, para t, <t <ty

%i(tO) =0,

"
Mhé; = —A,@; +gMyy', para t, <t <ty (A.111)
(k) = =5t (ty),

\

Hd' = rRyd' — B! para t, <t <ty,
\
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APENDICE B
APENDICE: ALGORITMO PARAREAL

B.1. Condiciones de KKT del Lagrangiano

De la ecuacion (3.8) obtenemos las condiciones de optimalidad, como las

variaciones respecto a cada una de las variables de /£ en cada sub-intervalo

k ={0,1,---, k—1} no son nulas, se debe cumplir que:
oLl oLl oLl
Ol z iz V%
oL oL
8_ - 9 a_ - O.
Pl on.2; ez v 2
parak ={0,1,---, k—1}.

A continuacion calculamos cada una de éstas derivadas, utilizando la defini-
cioén (2.1). En las ecuaciones siguientes omitiremos la indicacion r={o,1,,k-1},

quedando sub-entendido que las mismas se cumplen cada en uno de estos sub-

intervalos, y la evaluacion en la solucion optima |- - z- representaremos por |..

Calculo de 2=:
Zi

Aplicando la definicidn (2.1) a la ecuacion (3.7) tenemos:

Tyt
d M) (M2, — Apzi)di
DL DJ(zk, vk, Zi) . </Tk (Pr + Aor)" (M zk hZk) >

Dpy. Dpy. d\

A=0
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d ( / TW(@ +Aon) " (B + ) dt — g (2u(T}) — Zk))

T

d\ ’
A=0
Tk
= / gﬁg(Mh% — AhZ_k — Bh% — Ch)dt, (B1)
Ty,
el cual podemos expresar como:
DE_ (5, 22

entonces, aplicando la condicién de optlmalldad ’ = 0 tenemos:

oL :

8_pk = (Mh@ — Ahﬁ — Bh% — Ch> }* =0 t c [Tk,Tk+1]. (B2)

Calculo de 2-=:
Mk

Tit1 -
/ p_k (Mhﬁ — Ahﬁ — Bh% — Ch)dt)

T

d
DL DJ (2, vr; Zi) N (

Dy Dy, d\
A=0
d ((m + Aon)" (2(T3) — Zi))
+ ;
d\
A=0
= ¢ (D) = Z), (B.3)
gue podemos expresar como:
DL ( b 8£>
D/]/’k 7 nk. Y
aplicando la condicion de optlmalldad ‘ = ( tenemos:
oL
— = TJr Z B.4
e . (z(T})) — Zk)|, = 0. (B.4)
Las ecuaciones (B.2) y (B.4) son las llamadas Ecuaciones de Estado.
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Calculo de 2-=:
Zk

Tt
Primeramente integramos por partes / @TMh@ dt:
Ty
Tyt T ' Tyt Too
/ ]& Mhﬁdt = —/ pk Mhzkdt—i- (pk Mhzk)‘ . (BS)
Ty T,

Entonces reemplazando (B.5) en (3.7) y aplicando la definicidon (2.1) tenemos:

Tht1
d ' M, Ay dt

- — — Tk
Dz, Dz dA

A=0

Tri1
d ((pk My (2 + >\¢k:)) Tkﬂ - / &T(Ah(ﬁ + )\Cbk)dt)

Ty

dX

_|_

; ( / o (Bu -+ en)dt — o (25 + Abw)(T) — Zk))
d\

A=0

Necesitamos calcular por separado g—i, donde los médulos respectivos son da-

dos por las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.4) entonces:

T 2 ~ 2
L el e+ A0 - )t

% - - Ty
Dz 2 dX
A=0
A |z + A0 (Tiy) — Zeall, A
—+ 2¢ AT — k+1 ; ’szo’l’...’k_l
A=0
1 [Te+ o
) p Mn(ze = Ux) + (21— Uk)” Maoy
5 q (&F M (2 — G) + ( )" My oy) dt
T,
1 —
+2 AT ((¢k( k+l))TMh(ﬁ(T]g+l) - Zk+1))
1
TooAT ((z2(Tin) = Zird) Mioi(Ty)) (B.7)
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Ty
d/ (7‘||vﬂ_ 2+ qll(zi, + A1) — T3 )dt
Dj 1 TI;_I k l”Rh ||( k-1 k 1) k l”Mh

Dz,;fl 2 d)\

dSH(Zk L AG_)(T}) — yk 1 k)”?wh
+ )

A=0
I T ~ S N\T
= 5 . q (QS;;_th(chfl = Y1) + (21 — Yiy) thbl%fl) dt

k—1

(gbk (T ))TMh(Zk (T3) = 931 (T3))

S

5 (G (T0) = G (T)) Mgy (1) (B.8)

notemos que
Op My (2 — Gk) = (zk — Gi)" Mpoy, y
(¢k( k+1))TMh(ﬁ<Tk_+1) - Zk+1) = (E(Tk_ﬂ) - Zk+1) Mhﬁbk( k+1)

entonces las ecuaciones (B.7) y (B.8) quedan:

DJ B Ti+1 Iy o 1 B TM . ;
D_ﬁ B q/Tk #i Mz — )t R e AT (O1(Ti31))” Mn(2u(Tii1) — Zita),

Vk =0,1,-, k—2. (B.9)

o = MRG0 (T M (1)~ 5y (T

Reemplazando (B.9) y (B.10) en (B.6) tenemos:

DL Tie+1 . 1 o .
D ¢ G M (21, — Ur) dt + AT(¢k(Tk+1)) My (21(Tiy) = Ziin)

Tk
Th41 Tk+1 T
- /T (0% Mupr + 04 Anpr) dt + (o5 Mipi) |+ + (0(T)
Vk =0,1,--, k—2. (B.11)
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o / O Mi(eiy — i)+ 5034 (T) Mi(eiy (T)) — s (7))

T

_/T (gzbk \Mnpi—y L O Anpg 1) di+ <¢k M 1)

k—1

k-1

<¢k 1( )) N1 (B.12)

reordenando los términos de (B.11) y (B.12), tenemos:

DL Dot _ .
Do = / Ok (aMn(ze — G) = Mapr — Anpr) dt
“k Ty,

(¢k( k—i—l))T (ﬁMMﬁ(Tk—H) Zry1) + Mhpk(Tk_—i—l))

+ () (e — Mupi(TF)) VE =01, k-2 (B.13)

DL Ty ) _
D - ¢§%p—1 (Mh(zl%—l = Up1) — Mupj_y — Ahp;;,1> dt
-1 T, —

() = Ga () + Mipy_y (T7))

+ ¢k_1(T;_1))T (1 = Mapi (T ). (B.14)

la definicién (2.1) nos permite expresar las ecuaciones (B.13) y (B.14)como:

DL s oL
DZk k’7 2k
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y aplicando la condicion de optimalidad ‘ — 0 tenemos:
(
(Myps + Anpr = aMn(ze = Gx))|, = 0, t € [T, Ty
oL
Om| (Pe(Tiir) + a7 (2(Tir) — Zien))[, =0, (B.15)
| (= Mipi(T})) ], =0,
Vk =01, k-2
)
(Mhm—l + Anpj_y — th(@ - %)) = 0, T3, T3
oL
oz | (p;;_l(T;;) +5 (5, (T) - %(Tk))) =0, (B.16)
| (o = Mupia (7)) =0

Las dos primeras relaciones de las ecuaciones (B.15) y (B.16) son las que
llamamos de ecuaciones de Estado Adjunto.

Calculo de 2=:
Yk

Tkt1 -
/ pi' (MyZe = Anzi = cn) dt)

d
DL DJ (zk, Vi, Zi) N (

_ Ty
Dy N Dy, dA
A=0
T
d (/ ]&TBh(%‘F Agr)dt — (E(T;) — Zk))
T (B.17)

X

A=0

Necesitamos calcular 5 entonces aplicamos la definicion (2.1) a la ecuacion
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(3.6):
Tht1 , s
b 0L A bl - i)
Dy, 2 d\
A=0
d—llz(T5) — Zinl
5 - A7 2R ket k+1ll, .
+ 2¢ AT + h , Yk=0,1,---, k-2,
d\
A=0
Thk11
= —/ r (¢ Ruvk + vi' Rpgy) dt, (B.18)
Ty,
T;
by 1) (ol s~ )
DU,%_I N 2 dA
A=0
d3llzp 1 (T3) — Gy (T3,
d\
A=0
-] T’%r<T Rivg_y + vy Rty ) dt (B.19)
92 k-1t Yk E—1 W%k ) .
k—1
notemos que:
o Rpv, = v Ry,
entonces (B.18) y (B.19) quedan:
DJ Tt1 .
= = r/ i Ryvpdt Yk =0,1,---, k—1, (B.20)
Dy, T, —
reemplazando (B.20) en (B.17) tenemos:
DL Tkt Tii1
Dor 7’/ Qth%dt_/ P’ Budrdt,
Vk T
Tht1
= / ¢k7"RhUk ¢k kpk) :
Tk+1
/ v (r Ry, — Biipe) dt, (B.21)
Tk
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el cual podemos expresar como:

DL s oL
ka k7 )
y aplicando la condicién de optlmalldad ‘ = 0 tenemos:
oL
Jor| (r Ryoi — BkT&)L = 0. (B.22)
Calculo de ;-
Tkt -
My, — Az, — Brog —
pr Dj(@ﬂf_kyzk)_’_d(/ﬂc Pk ( hZk hek hUk Ch) dt)
DZ, DZ, dA
A=0
d(nf (z(TH) = (Z + A
+ (nk (_k( k )d)\< k Qbk‘))) (823)
A=0
Calculamos g—gk:
Tkt
d rllvell% + qllzi — Tkll%, ) dt
by atf Gl ez - i)
DZ, 2 d\
A=0
1
ds—mll2e-1 () = (Zi + Ao I
+ 28l — S (B.24)
A=0
= o (M (1) = 20 + (2 (Ty) — 207 M)
notemos que:
Or My (2e1(T},) — Zi) = (zir(Ty) — Z1)" Miohr,
entonces la ecuacion (B.24) queda:
DJ 1 _
b7 = ~oar (FMuaa(T) — Z). (B.25)
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Reemplazando (B.25) en (B.23) tenemos:

ll))Zi = —% (¢TMh(Zk (T ) — Zk:)) — 0k Ok,
= ¢F ( M — %M (21 (Ty) — Zk)> : (B.26)
el cual podemos expresar como:
DL <¢k’ 8£) 7
DZ,

y aplicando la condicién de optimalidad %

= 0 tenemos:
*

oL 1 _
@_Zk . (_nk — ﬁMh(Zk 1(Tk: ) — Zk)) . = 0 (B27)
En la solucion éptima, de la ecuacion (B.15) tenemos que:
(e — Mapi(T3)) ], =0, (B.28)
reemplazando en (B.27) tenemos:
oL 1 _
AR <_Mh&(le) — capMu(zea(Ty) = Zk)) *
1 _
(1) + i) - 20))| =0 B.29)

Las ecuaciones (B.22) y (B.29) son conocidas como Condicién de Euler.

B.2. Calculodel V7

Asumiendo que tenemos las funciones de control v} y las condiciones iniciales

Z! para cada sub-intervalo k = 0, 1, --- | k—1, podemos encontrar los estados
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2 resolviendo las ecuaciones (B.2) y (B.4):
Mh,é_i = Ahz_iﬁ— Bh’l)_i—i— cp, te [Tk7Tk+1L

2T = Zi. (B.30)

Luego podemos hallar los estados adjuntos ;i,i resolviendo las ecuaciones
(B.15) y (B.16):
Mypj, = —Anpl + qMi (2, — G)  t € [T, Ty
p_i(T,;H) aAT(Zk(Tk_+1) ~Zji1)

Mhpiil = —Ahpéfl + th(Zi,l — i) t€T,_,,T]

(B.31)
P (T) = —s(z_(T}) — i, (Ty)
Al resolver las ecuaciones (B.30) y (B.31) estamos condicionando que:
oL oL oL _o (8.32)
apk ank Zk’UIWZZ J 8% levlwzl’pl;

j i J
zk,'uk Z5,

Entonces la variacion total de primer de £ en cada sub-intervalo queda:

oL

oL = — 87, (B.33)
8%].

6 =
Y%t 5z

j
donde la evaluacion en |iiv”iv 70, representamos por |;.

Notemos que en (3.6) tenemos dos variables independientes v, y Z;, en-
tonces calcularemos las derivadas totales de 7 respecto a las variables inde-

pendientes.
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Primeramente calcularemos la derivada total de 7 respecto de w;:

DT DJ DJ 0z

Do Du ' Dzdu
— (VT 04) (B.34)

Al cumplirse la relacion (B.32), de la ecuacion (B.6) obtenemos:

Tkt

D T (M, %, — Ayzi — Brow — ¢p,) dt
ng| Tk&(h_k w2k — Buug — cn)
D@ i D@
J
DnF -2
Dzk .
ad.? J
Reemplazando (B.35) en (B.34) tenemos:
Tii1
D T (M, %, — Apzi — Broe — ¢p,) dt
pg| _ pg| Dfy, U AaBuca)dl
D%j N D%j Dz, Ovg
J
DnT T — Z 0
Dz, ; O

Ademas si calculamos el producto interno de p! y 7. por las ecuaciones de
estado y las condiciones iniciales de (B.30) respectivamente, definiendo al mismo

como ¢ tenemos:

Tet1 . . . . .
p = / (m)" (Mhé_i — Apz, — Buyj, — ch> dt +n (2(T{F) = Z,) = 0, (B.37)

T, -
calculando la derivada total de ¢ respecto de v, tenemos:

Dy Dy Dy 0z
= — =0 B.
Duy, Dy, + Dz, Ovy, ’ (B.38)
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entonces:
Tp1 - . . .
D (M*’—AJ—BJ— )dt
o, "y (p1.) B vz = B —en ) dt
Dy, Dz Ovy,
DY) - Z)) o
Dz, vy,
Trt1 -
D ]& (MhZ_k — Ahﬁ — Bhv_k — Ch) dt 9
T Zk
Dz, Ovy,
J
DnT(z.(TH — Z, 0
Il (2 (T} k) %% (B.39)
Dz, ; O

Reemplazando (B.39) en (B.36):

DJ

DJ DJ Dy
Doy,

= —_— _|_—,
Dui|;  Dug

J

To1 : 4 ,
d/ (pi:)T (MhZi — AhZi — Bh(Ui + )\gbk) — Ch> dt
DJ R S

Du, * 7 ’
A=0
DT Tt
D_ — / ]&TBhgﬁk dt (B40)
Yk | Ty J
Utilizando la relacion (B.20) en (B.40) tenemos:
DT Tk+1 Tk+1
o r / oF Rpv dt| — / pr’ Brordt| |
Vk j Ty j Ty, j
Tyt
/ o1, (r Ryvy — Blpy) dt (B.41)
Ty _ j
Comparando (B.21) con (B.41) y utilizando la ecuacién (B.34) tenemos:
oL
Vo J| = ol = (r Rpug, — B,j;&ﬂ . (B.42)
A j U_k i 7
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Ahora calcularemos la derivada total de 7 respecto de Z;:

Dy _ DJ  DJ Oz,
DZ,  DZ, Dz 0Zy
= (Vz.J,¢). (B.43)

Reemplazando (B.35) en (B.43) tenemos:

Trt1
D T (Myze — Apzi — Byop — ) dt
DT Y ) " ]&( hZk hZk hUk h) 02,
J
DnT T —Z 0
B M (2e(T}) k) ﬁ' (B.44)

Calculando la derivada total de ¢ ecuacién (B.37) respecto de 7, tenemos:

Dy Dy Dy 0z
Dy, Duy, + Dz, 07, ’ ( )
entonces:
R j j j
D (M S _ Az — Byl — ) dt
R A S e e A
DZ, Dz 02y,
D)) — Z)) oz,
D@ 8Zk’
Tk+1 T
D Pk (Mhz_k — Ahz_k — Bh% — Ch) dt 9
- Ty _ Zk
Dz 0Zy,
J
Dnt TH - Z 19)
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Reemplazando (B.46) en (B.44)

DJ|  DJ +D90
DZ |  DZ

pg| A" (AT - (Zi+2a0)

DZ|, " ax ’
A=0
DJ -
Entonces reemplazando (B.25) en (B.47) tenemos:
Dj . 1 T — T
bz, = ~zar (RMEalli) = Z0)| —afad;,

(B.48)

o <—77k - M%Mh <£(Tk_) - Zk))

Como condicionamos que se cumpla la ecuacion (B.32), notemos que tam-

J

bién se cumple la relacion (B.28). Entonces (B.48) queda:

DJ

Comparando (B.26) con (B.49) tenemos:
oL 1 _
Vz.Jl; = oz, ( Mypr(Ty) — th (@(Tk ) — Zk)) j (B.50)

Las expresiones (B.42) y (B.50) son las componentes del gradiente de 7, es

decir:

VI = |[VuJ" vZkJT]T. (B.51)
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B.3. Calculo de Hd;

La matriz hessiana del funcional es H := V27, y por la definicién (2.8) pode-

MOS expresar como sigue:

[ OV, T 0V, T ]
H = (B.52)
oVzJ  OVgzJ
8% 8Zk i

entonces Hd: podemos expresar como:

[ OV, T OV, J y
el _ (B.53)
NLT . OVLT
dzy, Do duy, + 07, dzy, _

Para obtener el gradiente del funcional V.7, debemos calcular previamente el
estado adjunto p; y para obtener este, debemos calcular el estado 2.

Para obtener los estados z, debemos resolver la ecuacion de estados:

2(T5) = Z

Mhﬁ = Ah% + Bh’U_k + cp (854)

Del mismo modo para obtener los estados adjuntos p, debemos resolver la

ecuacion de estado adjunto:

1

&(TEH) = _E(E(TIZ—&J) ~Zp1) Vk=0,1,---, k— 2,
(T = = (2(T) — i (1)
Mupr = —Anpr +q Mu(2k — Uk)- (B.55)
Juan Fleitas Diego Stalder

128



Universidad Nacional de Asuncion Facultad de Ingenieria

Trabajo Final de Grado . Ingenieria Electrgnica
DESARROLLO DE UNA APLICACION PARALELA EN EL TIEMPO PARA LA SIMULACION Y

CONTROL DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES PARABOLICAS

Notemos que las ecuaciones (B.54) y (B.55), nos permiten expresar z Y px

como sigue:

2k = Z(Zlm%? Ch)7

pe = Plze Zr: Gr), (B.56)

donde Z y P son operadores lineales dependientes del tiempo.

Expresando V.7 en funcién de la ecuacion (B.56) tenemos:

VoJ = rRyox— BIP(Z(Zk, vk ), Zi, i) (B.57)
vij = _MhP(Z(ZIW%?Ch)?Zkv@)(TIj)

1
—th <Z(Zk—lavk—lach)(T];) — Zk) :
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Ahora calculamos 57 utilizando la definicion (2.1), entonces:

DV, J _ drBuui+2o0)|  dBIP(Z(Zi, v+ Adwscn): Zes i)
Dy, d\ =0 dX o
= TRh¢k - Bi?P(Z(Oa ¢ka0)7070)7 (B58)
= Pup i
DV,J _thP(Z(Zk,%+ Ao, cn)s Zi, ) (1))
Dy, N d\
Yk A=0
1AMy (2(Zs, v + Ak, (1) = Z)
AT A
A=0
1
= —MyP(2(0,¢x,0),0,0)(T,]) — th3(0>¢k—1,0)(TD (B.59)
 0Vg T
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Del mismo modo calculamos %L}f:

vaij . dTRh% dB]j;'P(Z(Zk + )\qbzk,%, Ch)7Zk + /\Qﬁzk,%)
DZ, |, d\ . ’
= —BIP(Z(¢2,0,0), ¢z, 0), (B.60)
- oz, Ok
Dvij . _thP(Z(Zk—i_)‘gﬁZka%a Ch)azk—i_)‘gézk?@)(TIj)
DZ, d\
A=0
L dM, (Z(Zk_l + N1, v 1, en)(T5) = (Z+ /\qbzk))
AT d\
A=0
= _MhP(Z(¢Zk7 07 0)7 ¢Zk7 0) (T]:_>
1
—WM;L (Z(¢2-1,0,0)(T},) — ¢pz) (B.61)
VT
= 7 bz

Como ¢, y ¢z, de las ecuaciones (B.58), (B.59), (B.60) y (B.61) son direccio-
nes arbitrarias, tomamos a los mismos como las direcciones de busqueda de las

funciones de control y de las condiciones iniciales respectivamente, es decir:

¢k‘ = @lﬁ

Gz, = dazy. (B.62)

Luego si sumamos las ecuaciones (B.58) y (B.60) tenemos:

OV, T AV
L2 dvy, + ——=—dzx = r Rydv, — BI'P(Z(0,dv,,0),0,0)

—BI'P(Z(dz,0,0),dz, 0), (B.63)
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como ya mencionamos Z y P son operadores lineales, entonces sumando los

términos de la ecuacion (B.63) tenemos:

OV, J OV, T
—— v, + ———dz = 1 Rydv, — Bl P(Z(dz, dvy, 0),dz, 0). (B.64)

Ademas si sumamos las ecuaciones (B.59) y (B.61) tenemos:

avaikj o, +5‘Z?~7 do, = —MyP(Z(0,dv;,0),0,0)(T;)
Uk k
1 _
—thZ(()a@k—ho)(Tk )
— MyP(Z(dz,0,0), dzg, 0)(T}") (B.65)
1

—gATMh (Z(dzi-1,0,0)(T, ) — dz)

al sumar los operadores lineales resulta:

8vij avzkj

T, dv, + 37 dzy, = —MyP(Z(dz,dvy,0),dz, 0)(T;) (B.66)
Uk ) )
_gATMh (Z(dzi-1,dvy_y,0)(T},) — dzy,) .

Las ecuaciones (B.64) y (B.66) nos indican que para obtener Hd: necesita-
mos calcular previamente Z(dz, dv,,0) el cual calculamos a partir de las ecua-
ciones de estado, haciendo las condiciones iniciales y las funciones de control

iguales a sus direcciones de busqueda respectivos, es decir:

@ij(T;) = de,

Myy = Apy + Budy, (B.67)

donde vy, = Z(dz, dv,,,0).
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Luego necesitamos calcular y P(Z(dz, dv,,0),dz,0), el cual calculamos a
partir de los estados adjuntos, con los siguientes cambios:
Up (L) = EAT(¢k( Toy1) —dzpy1) Vh=0,1,--- k-2
U (1) = =5, (T3),
My, = —Anty, + q My, (B.68)
donde 1, = P(Z(dzy, dvy,0), dzy, 0).

Luego las ecuaciones (B.64) y (B.66) quedan:

oV, J AV
ai dv, + aZ dz, = 7 Rydv, — By, (B.69)
V2 J oV 7. T 1
; @k + azk de = _Mh%(TIj) - ﬁMh (wk 1( ) dzk)
Reemplazando (B.69) en (B.53) tenemos:
@k r th_vk - Bg%
H = (B.70)
dzy — My, (T,F) = —7 M, (1/% (1) — de)
Separando por componentes tenemos:
Hydv, = 1 Rydvy, — By,
Hydz, = —My,, (TF) — LMh <¢k (T, — dzk) (B.71)
z LIPS e AT

B.4. Matriz de Precondicionamiento

Para deducir la matriz P propuesta en [1] primeramente obtenemos de la
ecuacion de estados en forma discreta, un método para hallar el valor de z,; a

partir de 7.
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El esquema iterativo para hallar el estado z; es:

ko = Zg

Flzk,l = FOZk,l—l -+ TBhUkJ + Tcp, para [ =1 hasta Z (B72)
con el cual se obtiene cada valor de z;; de la siguiente forma:

21 = Fleozk’O + TFfl(Bhvm +ocp) = FleoZk + TFfl(Bhvk,l +cp).
ko = FleoZm + TF1_1(BhUk,2 +cp),
= F'Fy (FT'FoZp + 7F7 Y (Boga + ¢n)) + TF (Buogs + cn),
= (FV'E0)?*Zp + 7(FTYE) FTY (Buvky +cn) + 7F 7 (Buoga + ) -
Zhs = Fy'Fozrs + TF N (Brogs + cn),
= (F{'Fo)’Zi + 7(FT ' Fo)* FyH (Bpuka + en) + 7(Fy ' Fo) Fy ' (Brugga + cn)
+7F ! (Brogs + Ch)
= (FT'R)Ze+ 7 Z TR GV Bk + en) -

=1

50 = (F'F) 'Z +TZ R R (Bhogs + e) (B.73)
entonces podemos expresar z, ; COMo:
2 = FarZy, + Sk (B.74)

donde Fa, = (F{'Fy)ly S, = TZZ (FTVE) O ETY (B + cn).

Para resolver el problema de control paralelo se introduce la condicién (3.4),
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el cual expresando en su forma discreta establece:

Zy = 20,0 = Z(to), Sik = 0;

(B.75)
Zy =2y, sik=1,2 -, k-1,
entonces podemos hallar las condiciones iniciales Z;, Vk =1, 2, --- | k — 1 uti-
lizando la ecuacion (B.74) mediante la siguiente ecuacion matricial:
1 A So + FarZo
—Far 1 Zy Sy
—Far 1 Zl%fl 51%72
CZ = S. (B.76)

Seguidamente hallaremos a partir de la ecuacién adjunta discreta, un método
para hallar p;, a partir de Pr

El esquema iterativo para hallar el estado p;, es:

1 R
Pri = _m(zk,i_ZkJrl) Vk:()? L 7k_27
Piag = —5(Z_1i— Uio10):
Fipri = Fopryer +7¢My(2ey — Grs); paral=1—1 hasta0. (B.77)

entonces podemos obtener py o de la siguiente forma:

Pria = FleOpk,i + TqFfth(Zk,i_1 + gk,f—l)'

Prio = Fl_lFopk,[q + TqFl_th<Zk,i—2 + ?jk,ﬁz%
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Prio = 'Ky (Fflpopk,i + TqFfth(Zk,Z—l + gk,iﬂ))
+TqF1_1Mh(Zk,272 + gk,llQ)»
= (FleO)QPk,Z + TQ(Fl_lFO)Ffth(zk,iq + gk,ffl)
+7'QF1_1Mh(Zk,i—2 + Upia)-
Ppig = F1_1F0pk;,[—2 + TqFl_th(Zk,[—B + ?jk,i—g)a
= (FleO)spk,Z + TQ(F171F0)2Ff1Mh(Zk,Z_1 + ?jk,i—1)
+rq(Fy Ry Fy Mh(%z o+ Urjio) T TAFT Mh(%l 5+ Urios)s
= (F/'FRo)’py;+ qu TR STV My (2 + is)-

=1

o = (F7'Fo)'p, l+7’qz TR O FT M (2 G- (B.78)

=1

Luego podemos expresar py o de la siguiente forma:
Pro = Farbyi+ Sp (B.79)

En el apéndice (B.2) se obtuvo el valor de V4, 7, dado por la ecuacion (B.50),

qgue en forma discreta podemos expresar como sigue:

Vij = Mh <_pk,0 +pk_17[) ; VEk = ]-a 27 Ty ]% - 2a (880)
T
entonces definimos V,J = [VZIJT VoJ" - Vg  J"| ,esdecir:
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Mh(po; = P1o) Mu(poj = Farpii— Spi)
VT = Mipyi=p2o) | Milpai = Farpai = 55) (B.81)
i Mn(Dj—2i = Pi-1,0) | I My(pj_gj — FarPi1j— Sp;_,) |

teniendo en cuenta que Fy = M, y Fa, = (FleU)[ en la ecuacion (B.81) tene-
mos:
FOPO,Z - F0<F1_1F0)[p1j — FySp,

F0p1,i - FO(FleO)ZApg,[ — FyS,,

V2T =
Fopy_y; — Fo(FT Fo)'pi_y = FoSp,_,
Fopgj — (F0F1_1)[F0p17[ — FoSp,
FOPLZ - (FO(Ffl)ZFOij — FySp,

VI = (B.82)

Fopj_o; — (FoFT ) Fopy_y j — FoSy,

N ~N T
notemos que (Fy ;') = ((Fleo)l) = FL_, entonces la ecuacién (B.82) queda:

Fopyj = FacFopy j = FoSp,

Fop,j — FA-Fopyj — FoSp,
v,7 - 1 A 9. p (B.83)

Fopj,_o; — FA-Fopy_j — FoS

Pi—1
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que podemos expresar como:

I _‘/—-Z‘r

1
VzJ

C"Pg, — S,

utilizando condicion final p, ; tenemos:

FOpoj

F0p17[

Fopi_oj

Pg

o

Fopoj
F0p1j
_‘FKT
I Fopj_s
EALTFO(ZOJA —Z1)
EALTFO(ZLZA — Zy)
i EALTFO(Z];J—Q,IA —Zj 1) |
1
arlo
ar ko
_1
L eAT
K(CZ-18).

Reemplazando (B.85) en (B.84) tenemos:

donde F = CTKS + S,,.

\4

Fo

CTKCZ —F,

Fo(Sp, |+ FADi_1)

(B.84)
ZO,i Zl
Zl,l — ZQ
i Rh_o] — iy |
(B.85)
(B.86)

Para poder hallar las condiciones iniciales de cada sub-dominio del problema

P2 (3.6) se debe cumplir que VzJ = 0, lo cual es equivalente a resolver la
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siguiente ecuacion matricial:
C'KCZ =F. (B.87)

Para resolver (B.87) podemos invertir el producto de matrices C'KC, pero
ésto presenta un elevado costo computacional, debido a que Fa, se obtiene
marchando la malla fina en pasos de tamano 7.

Podemos obtener Z de forma aproximada por medio de la discretizacion de la
malla gruesa por el método de Euler Implicito (Backward Euler), que expresamos

como sigue:

L1 — 4,
Mh% = AnZyy1+ Brug g + cn,
Zk+1 = (Mh — AT Ah)_thZk + (Mh — AT Ah)_lAT(BthO + Ch).

(B.88)

Entonces la aproximacién de Z podemos expresar mediante la siguiente

ecuacién matricial:

O
N
I

donde:

—Gar 1

O
Il

. Gar= (M, — AT A,)"'M,. (B.89)

—Gar 1
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Notemos que C es una aproximacién de C, ademas invertir C puede calcu-
larse rapidamente por presentar un bajo costo computacional, debido a que Gar
se obtiene marchando la malla gruesa con pasos de tamano AT'. Entonces para
acelerar la convergencia del algoritmo gradiente conjugado utilizamos la siguien-

te matriz como precondicionador:

P=C"KC. (B.90)
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APENDICE C
APENDICE: DISCRETIZACION ESPACIAL

C.1. Ecuacion de conduccion de calor con condiciones de frontera de

Neumann

C.1.1. Formulacion Variacional

Primeramente necesitamos obtener la formulacion variacional, para ello intro-

ducimos las siguientes definiciones:

Definicion C.1 (Producto Interno). Dado un espacio vectorial H sobre K, una

funcion (-,-) : H x H — K se llama producto interno si cumple con:

(@ (z,y) = (y,x)Vo,y € H,
(b) (ax+ B2',y) = alz,y)+ B, y) V2 ,yec E, a,f €K,
(©) (z,ay+pBy)=a(z,y)+ Bz, y)Va,yy € H o,f €K,

(d) (z,2) >0VzxeHy(x,z)=0<2=0,

donde & es el complejo conjugado de «, para todo o € K.

Con un producto interno, siempre podemos definir una norma en H, poniendo

lz| = \/(z, ).
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Luego, con la norma definida, podemos definir una métrica, segun como
hemos visto en el item anterior, por tanto, un espacio con producto interno siem-
pre puede verse como un espacio métrico, esto es, estamos habilitados a carac-

terizar la “cercania” o “parecido” entre los elementos.

Definicion C.2 (Ortogonalidad de funciones). Dadas dos funciones u y v definidas

en (), decimos que son ortogonales si:
(u,v) =0 sobre (. (C.1)

Definicion C.3 (Espacio de Sobolev H'(Q2) de orden 1). Sea 2 C R?, definimos
el espacio de Sobolev H'()) de orden 1, que es el espacio de funciones cuyos

elementos y sus derivadas son cuadrado integrables.

HY(Q) = {f c L*(Q) y% € L*(Q),i= 1,2} : (C.2)

El objetivo es obtener una solucién numérica aproximada = € H'(Q), expre-
sada como combinacion lineal de una base del espacio de funciones de prueba
w € H'. Nétese que el espacio H' es de dimensién infinita.

Luego, definimos r el residuo de la ecuacion (4.21) como:
r= 0,0z — ANAz—¢, en QX [t,ty], (C.3)

donde si z es la solucion de exacta de (4.21) r = 0.
Entonces el producto interno entre el residuo (C.3) y las funciones de prueba

w es igual a:

(r,w) = (pcpy0rz — ADz — c,w),  en QX [t,, ty], (C.4)
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y como buscamos una solucion aproximada z tal que (r,w) =0 Yw € H'(Q2), es

decir que r sea ortogonal al espacio de las funciones de prueba, tenemos:
(0cy0iz — MDAz —c,w) =0, en Qx [t,t] Ywe H'(Q), (C.5)
lo cual es equivalente a:
(0c,0i2 — MDAz, w) = (c,w) en Qx [t,,tf] VYwe HY(Q). (C.6)
El producto interno que utilizamos en la ecuacién (C.6) es:

(r9) = | £(@)9(0) ac. C7)
Q
entonces la ecuacion (C.6) puede ser re-escrita como:
/(gcpﬁtz — ANAZ)wdQ) = / cwdQ Yw e HY(Q), (C.8)
Q Q

o bien:

/QcpﬁtzwdQ:/)\AzwdQ+/cwdQ Yw € H'(Q), (C.9)
Q ) Q

Ademas integrando por partes:

/(Az)wdQ: %wdf—/VszdQ, (C.10)
Q Q

r on

reemplazando (C.10) en (C.9) obtenemos:

/QcpﬁtzwdQ:/deF—/)\VszdQ—l—/cwdQ we H'(Q) (C.11)
Q r Q Q
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C.1.2. Discretizacion por el método de Galerkin

La discretizacion en el dominio espacial de (C.11) por el método estandar de
Galerkin consiste en reemplazar el espacio de dimensién infinita H'(2) por un
sub-espacio de dimension finita Y5, que aproxima a H*(2) mediante un conjunto
de funciones de prueba linealmente independientes y lineales por partes como
en [20].

Sean {n,m,...,n;} la base del espacio Y, de dimension §. Entonces la dis-

cretizacion de (C.11) es

/gcp&gz?yde = /vnjdf—/)\Vande—i—/cnde Vi=1,---,q (C12)
Q Tr Q Q
luego para obtener una aproximacién de = € H'(Q)x|t,, t;], proyectamos también

el espacio H'(12) sobre Y}, haciendo la siguiente separacién de variables:

q
(t Q ~ Zh t Q sz 77k ) = sznk, (C13)
k=1

y la derivada temporal es:

0z = 00y 2(B)me(Q) =Y 2, (C.14)

k=1 k=1

donde las incognitas a determinar podemos agrupar en un vector que definimos
a continuacion:

z=[a(t) z(t) - 240" (C.15)
reemplazando (C.13) y (C.14) en (C.12):

q
/ZQCkaT]Mb dQ) = /vnjdf—/)\VsznkandQ—l—/ cn;dQ) Vj=1,---,q
Q r Q =1 Q

k=1
(C.16)
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Ademas como la funcién de control v € L*(T") x [t,,ts], proyectaremos tam-
bién éste espacio de dimension infinita sobre un espacio de dimension finita U,
de funciones constantes por partes. Sea {¢1, ¢2, ..., 3} 1a base del espacio de
dimension p. Entonces la proyeccion de v sobre U, se puede expresar mediante

la siguiente separacion de variables:

v(t,T) ~ on(t,T) =Y ve()er(T) = D vk, (C.17)
k=1 k=1

donde las proyecciones pueden ser agrupadas en un vector que definimos a
continuacion:

v =[oi(t) va(t) -+ vp(t)]7, (C.18)
y reemplazando (C.17) en (C.12) tenemos:
q p q
/ Z ocpZkmy M dQ = /kagok n;dl’ — / )\Vsznkan dQ) + / cn; dS2
@ p=1 T k=1 € k=1 @
Vji=1,---,4. (C.19)

Como los términos z; y v, ya solo dependen del tiempo, pueden quedar fuera

de la integracion:
q P q
sz/ 0Cyi 1 d€) = ka/apk n;dl" — sz/ AV Vn; dQ + / cn; dS)
k=1 YO k=1 T k=1 YO @
Vi=1,---,4. (C.20)

Finalmente noétese que la ecuacion (C.20) es un sistema lineal de ecuaciones
diferenciales de primer orden y se puede representarlo en forma matricial, como

sigue:

Myz = Apz+ Brz +cy (C.21)
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donde:
My, = / oy A Vi k=1, 4, (C.22)
A, = —/ankvnj a0 Vi k=1,--- .4, (C.23)
Bh]-k:/FSOknde Vi=1,---,¢, k=1,---.,p, (C.24)
chj:/ﬂcnde Vi=1,---,q, (C.25)

C.2. Funcional de costo

Primeramente re-escribimos el funcional de costo (4.18):

1 tf 2 ~ 2
o) = 5 [ (ol +al0) = 5O
1 N
taslaltn) — 300 B (C.26)

luego si definimos una separacion variables de los valores de referencia como
sigue g(t) = Zzzl Uk, donde g, = g y utilizamos las aproximaciones de z,

v realizadas en la seccion anterior ((C.13) y (C.17)) el funcional (C.26) toma la

forma:
1 tf 2 ~ 2
Tulenvn) = 5 [ (rllonlltacey + allGa®) = 5u(®) ) ) dt
to
1 .
+55ll2n(ts) = B () z2(e): (C.27)
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y aplicando la definicion de la norma L?(Q2) tenemos:

X A 2
q
20(t) = Gn(®)1 72y = /((szﬁk— 77k> dS2
8\ k=1 k=1

Q!

_ / (Z Sl — j ) (Z 2 — Z ywk>

(S (BE ) (5

(C.28)

ademas si definimos el vector § = [7:(t) 72(t) - -- §;(t)]" y teniendo en cuenta la

definicién (2.4), la norma es equivalente a:

lzn(t) = Gn(O)l[72) = (2= 9" Mulz =) = 2(t) — Gu(O)ll3,-  (C.29)

Analogamente:
2u(tr) = Unllp)lle = (2(tp) —y(ty n(z(ty) — gty z(tg) — y(ts)lin,-
lzn(ts) — gn(to)|17 (2(ty) = gte) Malz(ts) — 4(ts)) = llz(tr) — g(to)l3
(C.30)
Luego aplicando la definicion de norma L?(T")
b 2
lonll 7o) = /(ZW%) dr,
T \k=1
p P
(B ()
- (3om) (23 [ (00
k=1 k=1 j=1 =1
(C.31)
y definiendo la matriz R, € R?*? como sigue:
Rhij = / gpk@jdga \V/j,k' = 17 e 7qu (C32)
Q
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por lo tanto:
lon®) 32 = " Raw = |[vlf%,. (C.33)
Finalmente reemplazando (C.29),(C.30) y (C.33) en (C.27):
ty ) i ) 1 ) )
Tn(z,0) = —/t (rlle(®lI, + allz = DO, )dt + Ssllz(ty) — 5ty - (C-34)

Notese que esta ecuacion es equivalente al funcional (2.5).
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